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Capitolo 1

Introduzione

I modelli trave rappresentano un valido strumento per ’analisi strutturale. L’inte-
resse verso questo tipo di modelli & dovuto alla semplicita e al basso costo compu-
tazionale se paragonati a modelli shell (2D) o solidi (3D). Grazie a questi modelli &
inoltre possibile rappresentare tipiche strutture aeronautiche come pale o semiali.
I modelli trave piu conosciuti sono i modelli classici di Eulero-Bernoulli[16] (1744),
di de Saint-Venant (1956), ¢ di Timoshenko [26] (1921). I primi due modelli non
tengono in conto delle deformazioni dovute a taglio trasversale, il modello di Ti-
moshenko (TBM), invece, considera una distribuzione uniforme del taglio sulla
sezione della trave ottenendo in questo modo una teoria piu accurata. Nel 1984
Mucichescu ha effettuato un confronto fra le teorie di Eulero-Bernoulli e Timo-
shenko. Questi modelli forniscono una buona approssimazione solo per 'analisi a
flessione di stutture allungate a sezione compatta e omogenea.

I primi tentativi di colmare le limitazioni di tali teorie sono nati negli anni
60 grazie al lavoro di Novozhilov[I9]. Nel corso degli anni sono state presen-
tate numerose proposte per rendere il modello trave applicabile ad una piu va-
sta famiglia di strutture mantenendo una approssimazione accettabile. In primis
Timoshenko[24], 25] cerco di definire un fattore correttivo che tenesse in conside-
razione i fenomeni non inclusi nella teoria iniziale, tale via porto alla definizione
di innumerevoli coefficienti al variare della definizione iniziale del fattore corretti-
vo stesso. Per superare i limiti delle teorie classiche sono state sviluppare teorie
higher-order, modelli di ordine superiore che migliorano il campo di spostamenti.

Altro campo di rilevante importanza nell’ambito dell’analisi strutturale e le-
gato all’analisi modale, aspetto molto importante nella progettazione di strutture
aeronautiche, infatti, ad esempio, per la progettazione di un’ala si deve tenere
conto della risposta dinamica scaturita da tale analisi. Non a caso una pressante
preoccupazione per il progettista e quella di evitare rotture per risonanza. Per
questa ragione ¢ necessaria una accurata descrizione del comportamento dinamico
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delle strutture aeronautiche. La stima accurata delle frequenze naturali e dei modi
di vibrare puo essere ottenuta per via analitica solo per poche e semplici strutture.
Causa le limitazioni dei metodi esatti, le strutture aeronautiche sono generalmente
analizzate attraverso metodi con approssimazioni intrinseche come ad esempio i
FEM. In letteratura e possibile reperire molti lavori riguardanti i FEM, ad esem-
pio, un lavoro concernente l'analisi dinamica di strutture a guscio rinforzato ¢ stato
svolto da Samanta e Mukhopadhyay[22] in cui & stato sviluppato un nuovo tipo di
elemento shell e di consequenza questo modello ¢ stato usato per determinare le
frequenze proprie e i modi di vibrare di strutture irrigidite. Bouabdallah e Batoz[2]
hanno presentato un modello ad elementi finiti per I’analisi lineare statica e modale
di pannelli cilindrici con irrigidimenti in composito. Un altro lavoro riguardante
elementi shell ¢ stato effettuato da Voros[29]. Un resoconto completo delle teorie
della trave per l'analisi delle vibrazioni, della propagazione delle onde e dei feno-
meni di buckling e post-buckling fu reso disponibile da Kapania e Raciti[17, [1§]
nel 1989.

La presenza di tutti questi lavori in letteratura mostra ’estremo interesse nel

cercare teorie rifinite della trave sempre migliori. E in questo contesto che Pap-
proccio gerarchico riguardante formulazioni monodimensionali (1D), che conduce
ad un accurato ed efficiente, in termini di costo computazionale, modello agli ele-
menti finiti (FE) trova la sua giusta collocazione. Questa formulazione si basa
sulla formulazione unificata CUF che e stata sviluppata nell’'ultimo decennio dal
suo autore Carrera insieme ai suoi collaboratori. Questa teoria e nata inizialmente
per lo sviluppo di teorie su piastre e gusci, vedasi i lavori[4, 3] per essere ultima-
mente estesa a modelli trave, vedasi[10], [T1].
Due categorie di elementi 1D CUF sono state sviluppate: la prima riguarda le
espansioni di Taylor (TE), mentre la seconda le espansioni di Lagrange (LE). Il
modello TE sfrutta gli N ordini dei polinomi di Taylor per definire un campo di
spostamenti lungo la sezione trasversale. Analisi statiche[6, 12] e modali[I3] [14]
hanno mostrato la validita di questo modello sia riguardo il suo utilizzo in geo-
metrie arbitrarie sia nella capacita di mostrare effetti locali. Le teorie classiche
di Eulero e Timoshenko derivano dall’espansione lineare di tale modello. Il mo-
dello LE e invece basato sulla dicretizzazione della sezione trasversale attraverso
i polinomi di Lagrange atta a generare un campo di spostamenti. Il modello LE
possiede variabili legate allo spostamento. Modelli classici e component wise (CW)
sono stati implementati per differenti tipi di strutture. Particolare attenzione e
data all’approccio CW in cui ogni componente, tipico di una struttura a guscio
rinforzato, puo essere modellato attraverso un’unica formulazione 1D.
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1.1 Contenuto dell’elaborato

La prima parte del lavoro inizia con la descrizione del modello trave CUF e con
la definizione delle leggi che lo caratterizzano, dalla definizione del campo di spo-
stamenti a quello delle deformazioni fino a giungere all’enunciazione della legge di
Hooke e all’esplicitazione dei termini che ne fanno parte.

Nel Capitolo [3]si entra nel merito della formulazione unificata di Carrera (CUF).
E introdotta I’approssimazione unidimensionale basata su espansioni di generiche
funzioni F,. Vengono espicitati i modelli basati sui polinomi di Lagrange e sui
polinomi di Taylor e di come le teorie classiche siano derivabili da questi ultimi.
E inoltre trattato il fenomeno del Poisson Locking. Viene dunque presenta la for-
mulazione agli elementi finiti come valido strumento di calcolo. Il calcolo della
matrice di rigidezza, della matrice delle masse e del vettore dei carichi nodali si
presenta sotto forma di calcolo dei nuclei fondamentali tramite il Principio dei
Lavori Virtuali. Vedremo come 'assemblaggio di questi nuclei porta alla scrittura
finale delle equazioni di equilibrio, la risoluzione delle quali ci permette di valutare
le incognite nodali.

Vengono, infine, definiti i carichi inerziali e I'aggiunta delle masse non strut-
turali che saranno oggetto di parecchie analisi nei successivi capitoli, oltre alla
definizione del carico di buckling classico e generalizzato e di come le vibrazioni
sotto carichi inerziali dipendano da questo.

Il Capitolo |5 entra in merito alla validazione delle formulazioni precedentemente
analizzate. In questa sezione 'attenzione ¢ focalizzata sull’analisi statica. Si parte
dal trattare il caso dell’applicazione di carichi concentrati per valutare l'efficacia
dei modelli LE e TE. Il passo successivo ¢ quello di sottoporre diverse tipologie
di strutture a carichi inerziali secondo diverse modalita. Le deformazioni ottenu-
te sono poi state confrontate con il corrispettivo modello costruito con un codice
commerciale, MSC NASTRAN®, per poter avere un termine di paragone. Suc-
cessivamente si € studiato il comportamento delle stesse strutture con 'aggiunta
di masse non strutturali vedendo come quest’ultime influiscano sul calcolo della
deformazione statica. Un’ultima analisi, infine, ha riguardato I'applicazione di
campi di accelerazioni angolari, il tutto come sempre confrontato col risolutore
MSC NASTRANGO,

11 Capitolo [6] ha approfondito le analisi svolte nella sezione precedente. In questo
caso, una volta validate le analisi su strutture tipo trave si e passati all’analizzare
un profilo alare vero e proprio, nello specifico un NACA 2415. Anche questa strut-
tura e stata sottoposta all’azione dei carichi inerziali e all’applicazione di masse
non strutturali, che in questo caso assumono un significato importante in quanto
sono degli utili mezzi per stimare il contributo dato da corpi aggiuntivi, come po-
trebbero essere i motori o i serbatoi, al comportamento statico e dinamico di una
semiala. La semiala ¢ stata analizzata secondo due diverse configurazioni: con e

3
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senza centine. Come nel capitolo precedente sono stati effettuati dei confronti tra
il modello TE, il modello LE e MSC NASTRAN®,

Nel Capitolo [7] ¢ stata effettuata analisi modale delle strutture precedentemente
analizzate. Particolare attenzione e stata rivolta al calcolo delle frequenze e dei
modi di vibrare, nel caso dell’aggiunta delle masse non strutturali, per valutare
come queste ultime influenzino il comportamento della struttura. Mettendo a pa-
ragone i vari modelli si ¢ visto come al crescere dell’ordine del modello TE e al
crescere della discretizzazione in piu elementi del modello LE si arrivi a perfetta
convergenza coi risultati ottenuti attraverso MSC NASTRAN® come mostrano le
analisi di MAC svolte nel caso della semiala.

Nel Capitolo [§| viene, infine, valutato il comportamento delle strutture quando esse
vengono a trovarsi in condizioni di instabilita sotto I'azione di carichi critici. Nello
specifico si e visto come le vibrazioni cambino se la trave ¢ sottoposta a carichi
I’annullamento di alcuni modi di vibrare in corrispondenza del raggiungimento
del carico di buckling. L’analisi successiva ha riguardato una struttura di tipo
aeronautico sottoposta a fattori di carico e anche in questo caso si € visto come
quest’ultimo influenzi il comportamento di tale struttura causandone per alcuni
valori instabilita.



Capitolo 2

Preliminari

Iniziamo la trattazione introducendo il sistema di riferimento utilizzato. La nota-
zione scelta e arbitraria. Nella Figura [2.1| seguente viene riportata la terna di assi
che sara in seguito utilizzata in tutto il lavoro di tesi.

Figura 2.1. Sistema di riferimento trave

Gli estremi della trave sono compresi tra valori di y che vanno da 0 fino alla lun-
ghezza L che e la dimensione predominante di un elemento trave.
Il vettore degli spostamenti ¢ dato dalla seguente relazione:

u(x,y, z;t) :{ Uy Uy Uy }T (2.1)

In cui I'apice T indica 'operatore di trasposizione. I termini z, y, e z rappre-
sentano la terna di assi ortonormali come evidenziato nella precedente Figura [2.1),
mentre u,, u, € u, sono le componenti di spostamento. Il vettore degli spostamenti
¢ quindi una funzione dello spazio e del tempo.

Il passo successivo e quello di introdurre i vettori delle tensioni o e delle deforma-
zioni € che fanno riferimento al seguente volume di controllo Figura [2.2

5
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(a) Tensioni. (b) Deformazioni.

Figura 2.2. Componenti di Tensione (a) e Deformazione (b).

Le componenti sono date da:

T
U:{ Ozx Oyy Ozz Oyz Ogz Uzy}

(2.2)
T
€ = { €xaz €yy €zz €yz €Ezz Egy }
per comodita possiamo raggruppare i termini nella maniera seguente:
T T
o :{ Ouy Ogp O } € :{ €22 €px € }
p zZz T zZTr Y P 24 xrr zZT
(2.3)

T T
o‘n:{azy Oy O'yy} , en:{ezy €y eyy}

dove il pedice "n” indica i termini che giacciono sulla sezione trasversale, mentre
"p” indica i termini che agiscono su piani ortogonali alla superficie €).

Nel caso di piccoli spostamenti rispetto ad una dimensione tipica della trave,
possiamo supporre le relazioni tra deformazioni e spostamenti essere lineari:

€, = Dnu = (an + Dny)u (2 4)
€, = Dyu ’
che in maniera compatta si possono esprimere come:
€ = Du (2.5)
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in cui D,,,, D, e D, sono operatori differenziali matriciali e vengono riportati di
seguito.

- 5 5 - 97
002 02 o 00 4
0 o 0
Dp: %0 ) an: 0%07 Dny: aiy 0
0 0 o
5 0 00 0 02 ]

Che in maniera unificata sono esprimibili come:

(2.6)

>

I
o Qo oPoPe o
o o Qe © Y

Soshfho o o

Possiamo dunque introdurre la relazione che lega tra loro deformazioni e spo-
stamenti nota come legge di Hooke. Ipotizzando che la trave sia composta da
un materiale elastico lineare possiamo allora scrivere la suddetta legge in forma
vettoriale compatta:

Attraverso 'Equazione possiamo riscrivere ’equazione precedente come:

Op = Qppep + Q}men

2.8
o, =C€,+Cp e, (2.8)

In cui Cp,, C,,, Cp, e C,), sono le matrici dei coefficienti del materiale le cui
espressioni esplicite delle matrici dei coefficienti del materiale sono:

- Cu Cip 0 N o [0 Cis Cus
Cop=1|C Cn 0 |, Cu=C,=| 0 Cp Cy |,
0 0 C44 _045 0 0
Css 0 0
Con = 0 Ce Csg
0 C3 Css
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O alternativamente, in maniera compatta:

[ C?ll C?l2
C’12 C122
= 0 0
=10 o
Ql6 Q26
| C13 O3

0
0
C~'44
Cius
0
0

0
0
Cis
Css
0
0

(?66
Cie

Cis
Co3
0
0
Q36
Cs3

(2.9)

I coefficienti delle suddette matrici dipendono dal modulo di Young, E, e dal
coefficiente di Poisson, v, e nel caso di materiale ortotropo dall’angolo di orienta-
mento delle fibre . Per motivi di brevita, le espressioni dei coefficienti C’ij non
sono riportate, ma possono essere trovate nei libri di Reddy [21] o di Tsai [28].



Capitolo 3

Formulazione Unificata di Carrera

In questo capitolo vedremo come e possibile trattare ’elemento trave attraverso
la Formulazione Unificata di Carrera (CUF). Attraverso questa teoria ¢ possibile
trattare modelli strutturali avanzati in cui 'ordine della teoria ¢ un parametro
libero della formulazione.

Il generico campo degli spostamenti e un’espansione della funzione F;:

u(z,y,z;t) = Fr(z, 2)u,(y; t), T=12,.... M (3.1)

dove F, varia sulla sezione trasversale, u, rappresenta il vettore degli spostamenti
generalizzati ed, infine, M indica il numero di termini dell’espansione ed ¢ il para-
metro libero che determina l'accuratezza della teoria. Ricordiamo inoltre che col
simbolo 7 indichiamo una sommatoria secondo la notazione di Einstein.

La scelta di queste funzioni determina la classe del modello CUF unidimensionale.
Le espansioni possono basarsi sui polinomi di Taylor, indicati con TE, o sui poli-
nomi di Lagrange (LE) i quali, a differenza dei primi saranno utilizzati in questa
trattazione. Per un’analisi pit approfondita sui polinomi di Taylor si rimanda al
lavoro di Carrera, Giunta e Petrolo[15].

3.1 Espansione di Lagrange, LE

I modelli basati sull’espansione di Lagrange sfruttano i polinomi di Lagrange per
formulare teorie mono - dimensionali di ordine superiore. Si possono avere elementi
a tre nodi (L3), a quattro (L4), sei(L6)e a nove(L9) punti[I0, @]. Per una analisi
pit esauriente si rimanda al lavoro di Onate[20]. Ovviamente I'accuratezza cresce
al crescere dei punti utilizzati.

Nel caso di un elemento L4 le funzioni interpolanti sono:

9
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{-1,1) (1,1) (-1,1) (o, 1) (1, 1)

s
r
(-1, 0}

{1, il

(o o)

{-1, -1} {1, -1) (-1, -1) (o, -1} {1, -1)

Figura 3.1. Elementi L4 ed L9.

1
Fr=(ltrr)(ltss) 7=1234 (3.2)

dove r ed s variano da -1 a +1 mentre r, ed s, assumono i valori riportati in

Tabella Bl

Punto  r, s,

1 -1 -1
2 1 -1
3 1 1
4 -1 1

Tabella 3.1. Coordinate naturali dei punti dell’elemento L4.

Il campo degli spostamenti dato da un elemento L4 ¢ il seguente:
u:v:Fl uzl+F2uxg+F3ux3+F4u:p4
Uy = F1 Uy, + FQ Uy + F3 Uyys + F4 Uy (33)
uz:Fl u21+F2uzg+F3uzg+F4u24
Nel caso di un elemento L9, invece, le funzioni interpolanti sono date da:
Fr=1r?+rr)(s*+ss,) T =1,3,5,7
Fr=1(s?—ss)(1—r?)+ 3r2(r* —rr)(1—s?) 7=2468 (3.4)
F,=(1—-7r*)(1-s? T=9

mentre i relativi valori di r, ed s, sono determinabili dalla seguente Tabella [3.2}

10
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Punto 7, s,

1 -1 -1
2 0 -1
3 1 -1
4 1 0
) 1 1
6 0 1
7 -1 1
8 -1 0
9 0 0

Tabella 3.2. Coordinate naturali dei punti dell’elemento L9.

Il campo degli spostamenti associabile ad un elemento del tipo L9 ¢ di seguito
definito:

Uy = P Uy, + Fo Uy, + F3 Ugy + Fy Uy, + F5 Uy +
—|—F6 Ugg + F7 Uz, + Fg Ugg + Fg Ugg

Uy = F1 Uy + F2 Uy + F3 Uyys + F4 Uy + F5 Uy5+
—|—F6 Uy + F7 Uy, + Fg Uyg + Fg Uy

uz:Fluz1 +F2u22+F3u23+F4uZ4+F5u25+
+F6uz6+F7UZ7+F8u28+F9u29

Infine, un aspetto di sicuro interesse nell’utilizzo dei polinomi di Lagrange riguarda
il fatto che questi portano ad avere solo variabili di spostamento, cioe conduce ai
seguenti vantaggi:

1.

ogni variabile ha un preciso significato fisico (le incognite del problema sono
solo spostamenti traslazionali);

. le variabili incognite possono essere posizionate in zone di particolare inte-

resse (sottodomini) della sezione trasversale (ad esempio in prossimita dei
carichi);

le condizioni al contorno geometriche possono essere applicate in sottodomini
della sezione trasversale della struttura (e non solo all’intera sezione);

le condizioni al contorno geometriche possono essere applicate anche lungo
I’asse longitudinale della trave;

. le sezioni trasversali possono essere divise in piu sezioni di trave e facilmente

assemblate, dal momento che gli spostamenti di ogni sezione sono usati come

11
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incognite del problema. Da qui il termine component-wise che in seguito
potra essere utilizzato come abbreviazione (CW) per indicare questo modello;

6. 'estensione di tale modello a problemi che presentano non - linearita geo-
metriche sembra essere piu fruibile che nel caso dei modelli TE di ordine
elevato, vedasi il lavoro di Carrera, Giunta e Petrolo[15].

Un altro importante aspetto € quello di poter assemblare piu elementi che avranno
in comune un lato come mostrato in Figura (3.2} il modello trave risultante sara
quindi definito dal numero di elementi sulla sezione trasversale.

Figura 3.2. Due elementi L9 assemblati.

C’e da aggiungere, infine, che mentre per discretizzare la sezione trasversale del-
I’elemento si utilizzeranno i polinomi di Lagrange, per discretizzare la sezione lon-
gitudinalmente verranno utilizzati degli elementi " Beam4”, ovvero ogni elemento
e composto da quattro nodi il che presuppone un andamento cubico lungo 1’asse

Y.

3.2 Espansione di Taylor, TE

Un’altra possibilita per formulare teorie mono - dimensionali ci viene fornita dall’u-
tilizzo delle espansioni di Taylor. Questo modello si basa su espansioni polinomiali
2t 27, del campo degli spostamenti sulla sezione trasversale della struttura, dove 4
e 7 sono numeri interi positivi. Un generico campo degli spostamenti di ordine N

12
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¢ espresso quindi dalle seguenti relazioni:

N N;
_ N-M _M
Uy = Z z Z uxN(N+1)+J\4+1
0 S E—
N N;
— N—-M _M
Uy = Z xr z uyN(N+1)+M+1 (3‘6>
0 S B

N N;
_ N—-M _M
Uy = Z 4 Z uZN(N+1)+I\/I+1
-2

L’ordine N e un parametro arbitrario. Al crescere di N cresce 'accuratezza del
modello, quindi la sua scelta ¢ semplicemente dettata da uno studio di convergenza
in una determinata analisi.

In forma compatta si potrebbe esprimere il campo degli spostamenti come:

u(z,y, z;t) = Fr(x, 2)u,(y; 1), T=12,.. M (3.7)

dove u ¢ il vettore degli spostamenti, F, sono le funzioni della sezione di coordinate
x e z, ed infine, M rappresenta il numero di termini dell’espansione. Nella seguente
Tabella vi & uno schema riassuntivo per rappresentare la precedente espressione
al variare dell’ordine.

N M F.

0 1 =1

1 3 Fh=xF;==z

2 6 Fy =22 Fy =2z Fy = 22

3 10 Fr =23 Fy=2%2 Fy = 22° F10 = 23
N (N—i_léw FN2+2N+2 = Z‘N... F(N+1)2(N+2) = ZN

Tabella 3.3. Forma compatta dei polinomi di Taylor.

Quindi ad esempio possiamo scrivere il modello TE di secondo ordine, N = 2
nella maniera seguente:

Uy = Ugy T X Uy, +zux3+x2 Ug, + TZ Uy, + 22 Ugs
Uy = Uy, + T Uyy + 2 Uyy + T Uy, + T2 Uy, + 27 Uy (3.8)
Uy = Uy + T Usy + 2 Usy + T2 Uy + T2 Uy + 27 Uy
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3 — Formulazione Unificata di Carrera

I1 modello mono - dimensionale descritto dall’Equazione [4.9] presenta 18 variabili di
spostamento generalizzate: tre costanti, sei lineari e nove termini parabolici. Per
una trattazione piu dettagliata si rimanda al lavoro di Carrera e Petrolo[7]. L’uso di
espansioni basate sui polinomi di Taylor presenta pero delle limitazioni intrinseche:
le variabili introdotte hanno un significato matematico (derivate spaziali rispetto
agli assi della trave); i termini di ordine superiore non presentano un significato
locale, ma possono descrivere solo le proprieta della sezione; ’estensione ad una
formulazione che presenta grandi rotazioni o, come si vedra nel prosieguo, delle
discontinuita come ad esempio una trave con apertura, puo presentare difficolta.

3.2.1 Le teorie classiche come caso particolare

I modelli TE offrono la possibilita di ricavare i modelli classici della trave, EBBT
(Eulero - Bernoulli Beam Theory) e TBT (Timoshenko Beam Theory), come casi
particolari dell’espansione lineare, N = 1. Il modello TBT puo essere ottenuto
agendo sull’espansione F,. Sono due le condizioni da imporre.

1. Un campo cinematico approssimato con un’ espansione di primo ordine:

Ug = Ugy T T Ugy, + 2 Uy,
Uy = Uy, + T Uy, + 2 Uy, (3'9)
Uy = Uy, + T Uy + 2 Uy

2. Le componenti di spostamento u, e u, devono essere costanti sulla sezione
trasversale della struttura:

Upy = Uzy = Ugy = Uyy = 0 (3.10)

Il modello EBBT richiede una ulteriore terza condizione, che si presenta come la
penalizzazione dei termini €,, e €,,. Tale condizione puo essere imposta usando
un valore di penalita x per i coefficienti Cs55 e Cgg nelle equazioni costitutive.

3.3 Poisson Locking

I modelli che presentano distribuzioni costanti e lineari delle componenti di spo-
stamento planari u, e u,, richiedono coefficienti del materiale modificati per far
fronte al Poisson locking (PL).

La mancanza di accuratezza e dovuta all’accoppiamento tra le deformazioni or-
togonali lungo le coordinate spaziali x, y, e z quantificato dai coefficienti di

14



3 — Formulazione Unificata di Carrera

Poisson: ‘.
Vij = _Lja Za] =T,Y,z (311)

Le teorie classiche per le piastre correggono il PL imponendo nulle le componenti di
tensione normale trasverse. Questa ipotesi porta a calcolare i coefficienti ridotti del
materiale da implementare poi nella legge di Hooke per le componenti di tensione
e deformazione planari. Per la teoria della trave, la correzione del PL ¢ ottenuta
alla stessa maniera. Con riferimento alla legge di Hooke (Eq. si impongono
nulle le tensioni o,, € 0,,:

Tz — @126,274 + @226$$ + @26€my + é23€yy =0 (312)

z — Cllezz + CIQEJ:m + OlGEmy + CISny =0
Si trova un sistema algebrico lineare nelle incognite €., e €., da cui si ottiene la
seguente soluzione:

P _ C13C13-C11Co3 _ C1pCis— 6116266
re C%,—C11Ca2 vy C?,—C11Ca2 %Y
(3.13)
€. = _ C12Co3—C9Ch6 _ C12C%— 0160226
zz C2,—C11022 vy C2,—C11C02 %Y
Sostituendo queste nelle espressioni di oy, € 04y:
= 013€zz + 023€m + CSGExy + 0336yy @336y + Q36€ay
(3.14)
= Cigezz + Cogpn + 066€xy + 036€yy Q36€yy + Qo6Exy
si ottengono i coefficienti ridotti del materiale:
_ C12CQ3 022016 ~ C12C13— C11023
Q33 C33 C 13 —C11Ca22 023 C%,—C11Ca2
_ 012020 016022 A C12Ci6— 011020
Qs6 = C36 — Ci3 “E e — O 2.0 (3.15)

_ C12C26 016022 012016 C11026
Q66 B 066 C 16 —C11C22 C —C11C22

Nel caso di materiale isotropo le rigidezze ridotte si semplificano come segue:

E

Q33:E7 Q36:0; QGGIG:m

(3.16)
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3 — Formulazione Unificata di Carrera

dove G rappresenta il modulo di elasticita tengenziale.
Per un analisi piu dettagliata degli effetti del Poisson locking si rimanda al lavoro
di Carrera e Brischetto [5].

3.4 Formulazione FE

In questo paragrafo si intende presentare la metodologia di calcolo mediante ele-
menti finiti; metodologia molto utile in quanto e possibile applicarla ad ogni tipo di
geometria di trave sotto I’azione di ogni tipo di carico e vincolo su di essa agente.
Secondo la metologia FEM lo spostamento generalizzato ¢ dato dalla seguente
espressione:

w(yit) = Nat)  i=1..N (3.17)

la quale indica che lo spostamento u, di un punto qualsiasi dell’elemento e dato
dalla combinazione lineare dei gradi di liberta nodali q,,; pesati tramite le funzioni
di forma N; valutate alla coordinata y del punto prescelto. N si riferisce al numero
di nodi dell’elemento.

Il vettore delle incognite nodali ¢ invece dato da:

ar; :{ Qug,_;  Quy, Gu., }T (3.18)

Sostituendo I’Eq. nell’Eq. della CUF otteniamo la nuova espressione del
vettore degli spostamenti:

u(z,y, 2;t) = Fr(z, 2)Ni(y)a,:(t) (3.19)

dove i e 7 sono indice delle due espansioni di ordine N e M rispettivamente. In
particolare si ricorda che M rappresenta il parametro libero del modello di trave
adottato e, indicando il numero dei termini dell’espansione della teoria adottata,
ne determina 1’ordine.

Poiche le funzioni approssimanti la sezione trasversale della trave F. non dipendono
dalla coordinata y, in accordo con 1'Eq. le deformazioni posso essere scritte

come:
€n = (anFTI)NiqTi + FT(DnyNiI)qﬂ‘

& = (D F ) Niq,; (3.20)

dove I € una matrice identita di dimensioni 3 x 3.
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3 — Formulazione Unificata di Carrera

3.4.1 DMatrice di rigidezza

Per ottenere la matrice di rigidezza dell’elemento bisogna ricorrere al Principio dei
Lavori Virtuali (PLV) applicandolo all’Eq. . Cosi facendo otteniamo:

§Loms = / (0670, + 0€70,)dV = 6L ar — O Line (3.21)
1%

dove ¢ L.,; rappresenta la variazione virtuale del lavoro delle forze esterne, mentre
0Line la variazione virtuale del lavoro delle forze di inerzia, ed, infine, dL;,; la
variazione virtuale dell’energia di deformazione.
Sostituendo nell’Eq. le equazioni costitutive del materiale ( Eq. 2.8), e le
relazioni deformazioni - spostamenti nodali (Eq. i due temini all’interno della
variazione virtuale del lavoro interno diventano:

OLin = 0dt; [ [ {[N: (DF,E1) + (D}, N1) F] (G (D, FLT) Ny

+C\y (D, FI) N; + C, Fy (D, N;1)]+
P J ytYy (3.22)
+N; (DI'F,1) [C,p(D,FI) N; + C,, (D, FJI) N+
+CpnFy (Dyy NI} dQ dy q;

Introduciamo la matrice di rigidezza dell’elemento finito nella seguente espressione:

OLjps = (5qu K'Ts qs;

57

(3.23)

Separando i singoli termini che compongono I’Eq. e ricordando I'indipendenza
delle funzioni di forma da z e z, possiamo scrivere la matrice di rigidezza, date le
proprieta del materiale, in una forma compatta:

K7™ = 1"« (D} F. 1) {énp (D, F.I) + C (D, F I)} +
(D, F, I)[épp (D, F.I) + Cy (D, F I)} b +
IR [(Dgp F.I)C,, + (D] F.I) épn} Foog I, + (324)
[ Ig, < F, {énp (D, F.I) + G (Duy I)} S
""" I, 9 F,C,, Fy>q Ig,

17
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dove:

Io, = <1...>Q:/Q...dQ (3.25)

O = O
OO =
_ o O

<Ilij7 [, 15”“’@!) — /l <Ni N;, NN, , N, Nj, N Nj,y> dy  (3.26)

K™ ¢ una matrice di dimensioni 3 x 3 e rappresenta il nucleo fondamentale della
matrice di rigidezza; le sue componenti sono riportate in Appendice [A]l Definita
I’espessione formale del nucleo fondamentale, va sottolineato che:

1. K¥™ non dipende dall’ordine di espansione della teoria;

2. K“™ non dipende dalla scelta dall’espansione polinomiale F,. Questo vuol
dire che sia i modelli TE che i modelli LE sono ottenuti a partire dallo stesso
nucleo fondamentale.

Questi sono i punti chiave della CUF che permettono, con sole nove dichiarazioni
FORTRAN, di implementare teorie di classe multipla di qualsiasi ordine. Per una
trattazione piu detagliata si rimanda al seguente lavoro [11].

3.5 Matrice delle Masse

Le forze di inerzia giocano un ruolo fondamentale quando si effettua 1'analisi di-
namica di una struttura. La variazione virtuale del lavoro delle forze inerziali puo
essere scritta nel seguente modo:

S Lime = / pouladV (3.27)
14

dove p € la massa volumica del materiale, e u il vettore delle accelerazioni. So-
stituendo 'approssimazione del campo di spostamenti bidimensionale, Eq. 3.1] e
’espansione dell’elemento finito, Eq. [3.17], 1'espressione di sopra diventa:

SLine = 6L, / N;N,dy / PP FodQd,, = 6qi, Mg, (3.28)
l Q

in cui ¢ ¢ il vettore delle accelerazioni nodali, e M“™ rappresenta il nucleo fonda-
mentale della matrice delle masse dell’elemento finito. Ancora una volta va notato
che non e stata fatta alcuna assunzione sull’ordine di espansione. Ecco il motivo
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per cui e possibile ottenere diversi modelli rifiniti di trave senza cambiare la forma
delle componenti dei nuclei fondamentali.

3.6 Vettore dei Carichi Nodali

Sia P il vettore contenente le componenti della generica forza esterna concentrata
applicata sull’elemento:

P-{P P, P} (3.29)

L’espressione della variazione del lavoro delle forze esterne relativo ad un sistema
di spostamenti virtuali e la seguente:

6 Loy = Pou” (3.30)

Sostituendo 1’Eq. nell’Eq. [3.30] otteniamo:
6 Leyt = F.N;Poq?, (3.31)

Quest’ultima espressione permette di identificare le componenti del nucleo che
portano all’assemblaggio del vero e proprio vettore dei carichi nodali, identificando
le variabili di spostamento soggette a carico:

§Lewt = Fri0q, (3.32)
dove F,; ha dimensioni 3 x 1.

In generale una struttura e soggetta a forze applicate per unita di superficie e
per unita di volume. In ogni caso, & possibile passare dalla distribuzione qualsiasi
dei carichi sul corpo ad un sistema di forze concentrate applicate ai nodi. Imple-
mentando il metodo agli elementi finiti nella formulazione unificata si trova sempre

una equazione analoga all’Eq. [3.32]

3.7 Equazioni di Equilibrio

Sostituendo le Eq. [3.23] [3.32] e |4.10| nel Principio dei Lavori Virtuali, Eq. [3.21]
ricaviamo il sistema di equazioni di equilibrio del nostro problema strutturale sotto
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forma di una relazione tra matrici:
Mz‘j'rs(':'lﬂ + KijTSqTi = F, (333)

dove il significato dei simboli ¢ quello precisato nel precedente sviluppo.
In particolare, per la matrice di rigidezza, si procede come segue:

1. si sfrutta il nucleo fondamentale per calcolare la matrice di rigidezza di ogni
elemento discretizzante la sezione trasversale di un nodo strutturale. Se si
considera un elemento L9, questa matrice avra 27 x 27 termini;

2. la matrice di rigidezza del nodo strutturale viene quindi assemblata conside-
rando tutti gli elementi sulla sezione;

3. si calcola la matrice di rigidezza di ogni elemento di trave e si assembla la
matrice di rigidezza globale.

Il sistema algebrico finale, nel caso di analisi statica, le cui incognite sono proprio
i gradi di liberta nodali q, é:
Kq=F (3.34)

dove K rappresenta la matrice assemblata di rigidezza strutturale, mentre il se-
condo componente del sistema, posto alla destra dell’'uguale, ¢ il termine noto dei
carichi nodali equivalenti.

Nel caso di analisi modale, il problema dinamico non smorzato puo essere scritto
come:

Mg+ Kq=F (3.35)

Introducendo soluzioni armoniche, e possibile calcolare le frequenze naturali, wy,
per il caso omogeneo, risolvendo il seguente problema agli autovalori:

(K — wM)q,, =0 (3.36)

dove q; ¢ il k-esimo autovettore e rappresenta il modo di vibrare relativo alla
frequenza naturale wy.
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Capitolo 4

Carichi inerziali e vibrazioni

In questo capitolo inizieremo a trattare 'argomento relativo ai carichi inerziali cui
puo essere sottoposta una struttura. Fin’ora, infatti, abbiamo visto esempi di travi
sottoposte a carichi di tipo concentrato, ma come ben sappiamo, una struttura di
tipo aeronautico viene ad operare in situazioni in cui potrebbe essere soggetta a
brusche accelerazioni, o semplicemente all’accelerazione di gravita, ragion per cui
si € deciso di analizzare questo possibile campo operativo.

Per poter implementare il carico inerziale si ¢ innanzi tutto definita 'intensi-
ta e il verso dell’accelerazione cui sara sottoposta la struttura in esame dove
I’accelerazione ¢ definita dal seguente vettore:

q(] :{ Cj:vO iij -0 }T (41)

Potendo poi scrivere il lavoro delle forze esterne come:

Lns = / 20qTGdv (4.2)

14
— [ Fedal pFicgdV (4.3)

1%
:/ Fer'(qustquéodV (4.4)
1%

= ot [ [ o ([ NiNidy oo (4.5)

o Y
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Il termine tra parentesi quadre rappresenta proprio il nucleo fondamentale della
matrice delle masse, infatti, in conclusione possiamo riscrivere:

5Le:]ct = 5q3j Mist éls[) = 5quine (46>

Dove le nove componenti del nucleo fondamentale della matrice delle masse valgo-
no:
M7 = MU = MY™ = p /l N;N;dy /Q F,F,dS
(4.7)
M’;]yTS — M;];'S — MZ];S — M;]ZTS — M;jx‘l's — M;]yTS — O

dove p ¢ la densita del materiale cui ¢ composta la struttura, supposta costante.
Avendo quindi chiesto in input il valore dell’accelerazione, attraverso la matrice
delle masse si € potuto ricavare il valore delle forze agenti cui sara sottoposto il
sistema.

Oltre all’accelerazione di gravitazionale si & considerato, inoltre, di definire un
campo di accelerazioni angolari cui la struttura potra essere sottoposta. Per quanto
riguarda questo punto occorre fare una distinzione per il modello preso in esame,
a seconda se stiamo applicando queste accelerazioni al modello di tipo Taylor o di
tipo Lagrange.

Per quanto riguarda il modello di tipo Lagrange, partendo dalla accelerazione
angolare 6, dato da fornire in ingresso, ci siamo ricondotti alla accelerazione di
tipo tangenziale da applicare nodo per nodo:

d,=0 xR (4.8)

conoscendo ¢, e possibile quindi ricondursi all’Equazione e quindi al ragiona-
mento prima svolto.

Discorso leggermente diverso ¢ da applicare al modello che sfutta i polinomi di Tay-
lor. Mantenendo sempre valide le ipotesi e le formulazioni che portano a scrivere
I’Equazione (4.6 a differenza del caso precedente ora non e piul necessario ricava-
re l'accelerazione tangenziale partendo da quella angolare; ricordando il generico
campo di spostamenti per un polinomio del secondo ordine:

Uy = Ugy +a:ux2+zux3+x2 Ug, + TZ Ugyg + 22 Uge
Uy = Uy, + T Uyy + 2 Uyy + T2 Uy, + T2 Uy + 27 Uy, (4.9)
Uy = Uy + T Usy + 2 Usy + T2 Uy + T2 Uy + 27 Uy

¢ evidente come per poter imprimere una accelerazione angolare alla struttura sia

sufficiente andare ad agire sulla 6 e 7* componente. Una volta ottenuto il campo
delle accelerazioni ci si riconduce alla Equazione [4.0] vista in precedenza.
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4.1 Masse non strutturali

Il secondo punto riguarda invece ’aggiunta di masse non strutturali, ovvero degli
elementi secondari come ad esempio motori o serbatoi aggiuntivi nel caso di un’ala,
i quali con il loro peso aggiungono massa alla struttura in esame. In un’analisi
prettamente statica il loro ruolo ¢ ininfluente, ma nel caso di carichi gravitazionali,
essi con la loro forza peso influenzano la risposta della struttura. Giocano un ruolo
anche nell’analisi modale, come vedremo in seguito, in quanto vanno a modificare
la massa dell’intero sistema e quindi la sua risposta in frequenza.

Per poter aggiungere componenti non strutturali si e fatto riferimento alle formu-
lazioni scritte in precedenza, ovvero:

§Line = 6%, / N, N;dy / pF,FLdQd,, = 6T, M7™g, (4.10)
l Q

MU — MU — MY — /l N;N,dy /Q F.F.d0)
(4.11)
M;‘:]yTS — M;}]ZTS — M;]J;TS — MZ]Z’TS — M’szxTS — M;_]yTS — O

Queste masse andranno ad aggiungersi nella matrice delle masse e vedremo come
saranno in grado di modificare i risultati dell’analisi. La massa non strutturale
¢ stata concentrata in un nodo e scritta sugli elementi diagonali del nodo della
matrice delle masse come riportato nella seguente Figura 4.1
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j=1 j=2
s=1 s=2 | s=3 | s=1 s=2 | s=3

1=1
=21 =1
=3
=1

. t=2]i=2
=3

Figura 4.1. Posizione della componente M 2122

4.2 Stabilita

4.2.1 Buckling classico

La formula per il carico critico di buckling di una trave fu sviluppata da Eulero
nel 1744. Il problema risolto da Eulero era riguardante una trave perfettamente
dritta, elastica e sottile, incastrata ad un estremo e caricata nell’estremo libero
con un carico a compressione come mostrato in Figura [4.2]
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Figura 4.2. Trave con carico a compressione

Il carico critico ¢ allora in questo caso esprimibile come:

WQEJmin
Po=—F7— (4.12)
4L
dove J,;, rappresenta il minimo momento di inerzia. Quando il carico esterno
min

si avvicina a P,. la configurazione di equilibrio iniziale diventa instabile ed una
perturbazione infinitesima fa nascere una nuova configurazione di equilibrio della
trave come mostrato in Figura [4.3]

Figura 4.3. Trave con carico a compressione
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Il carico critico di buckling € quindi proporzionale alla rigidezza flessionale
della sezione trasversale, tenendo conto sia della geometria che del materiale, ed
inversamente proporzionale al quadrato della lunghezza della trave. Una equazione
generale che tenga in conto delle diverse condizioni al contorno e la seguente:

P, = ——-min (4.13)

dove L rappresenta la lunghezza libera di inflessione che assume i seguenti valori
a seconda della condizione al contorno:

Condizioni al contorno L
Semplicemente appoggiata-semplicemente appoggiata L
Incastrata-libera 2L
Incastrata-incastrata 0.5L
Incastrata-semplicemente appoggiata Ta9a L

Tabella 4.1.  Valori di L per carico critico euleriano

La tensione critica si ottiene invece dividendo il carico critico per la sezione tra-

sversale: ,
Pcr T EJmm

o = = 4.14
Introducendo il raggio di inerzia:
Jmin
= 4.15
po i (4.15)
I’Equazione diventa:
)
Ocr = 7 \o (416>
(55)

Per una descrizione piu accurata sui fenomeni di stabilita delle travi si rimanda ai
lavori di Timoshenko e Gere[27](1961) e di Simitses[23](1986).
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4.2.2 Buckling generalizzato

La formulazione forte delle equazioni differenziali di governo e le condizioni al
contorno sono ottenute attraverso il metodo di Eulero agli stati di equilibrio adia-
centi con l'assunzione che la deformazione pre-buckling puo essere trascurata. Nel
Principio dei Lavori Virtuali, allo scopo di derivare le equazioni di governo e le
condizioni al contorno, occorre tenere in conto due contributi: il lavoro virtuale
interno 0 L;,,; e il lavoro virtuale 6 L,o dato dalle pre-tensioni ¢° e le corrispondenti
deformazioni non lineari €"l. Le pre-tensioni ¢” non cambiano né in valore né in
direzione durante il buckling. La deformazione non lineare ¢ intesa nel senso di
Green-Lagrange, sono conservate tutte le derivate quadratiche delle componenti
di spostamento:

1
nl __ 2 2 2
€rp = 7(“’1@ + uy,x + uz,z)

2
1

e = i(uiy +ul, +ul,)
1

nl __
eyz =

(Uﬂc,yuw,z + Uy Uy 2 + Us U )
nl

Enl —

Ty Ug 2l y + Uy oy gy + Uz gz )

In forma lineare la componente della deformazione non lineare diventa:

1
nl __ T
€xx = iu,xu,m
1
nl _ =T
Cyy = 2u,yu:y
1
nl __ T
€z = §u,zu,z
2 (4.18)
nl __ T T
€yr = §u7yu7z + §uazu,y
1 1
nl __ T T
€rz = 5“’ P + 5“7211',:1:
1 1
nl __ T T
€ry = iu Uy + 5“’ y T
dove u ¢
ul‘
u = u, (4.19)
Uy
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Nel caso dell’analisi della stabilita linearizzata, in Principio dei Lavori Virtuali

diventa:
0Lt +0Ls0 =0 (4.20)

Dove il lavoro virtuale delle pre-tensioni & dato da:

OLoo = [ demot,dv + [ dead,av+
v v

/V 5" a0 v + /V sel ol dv+ (4.21)

/V&leagzdv—i-/v&ziagyd‘/
Attraverso il vettore degli spostamenti

u(z,y, z) = Ni(y)Fr(x, 2)q,;, i=12,..., K (4.22)

e le Equazioni4. T§4.21] diventa:
SLyo = qT ] / o0 [F, F, N;Nj)dv + / 0" [F.F.N; N;,ldv + / 00 [F, F, N;N;JdV+
+ / 0" [F,F, N, NjJdV + / 0" [F, F,N;N;,|dV+
+ / o0 [F, Fy N:N,JdV + / 0O [F, Fy NiN;JdV +

+ / 0" [F, F,N:N;,|dV + / 0" [F,F, . N;, Nj|dV}éq,,
(4.23)

In forma vettoriale I’ Eq. diventa:

0Ly = gL KT 00q,, (4.24)
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Le componenti della matrice di rigidezza geometrica sono date da:

T = b / o0 [F, F, N:N;ldv + / o0 [FLF,N; N, Jdv + / o0 [F, F, N;N,JdV+
+ / o0 [F.F..N;, N;JdV + / o0 [F, . F.N;N; JdV+
n / o [F, F, N:N,|dV + / o0 [F, F, N;N,|dV+

[ O P FNNGJAV 4 [ 08 [FoF N NIV nym =y, 2
(4.25)

dove 9, € il delta di Kronecker’s.

Le matrici globali possono essere indicate coi simboli K per la matrice di rigideza
e K o per la matrice di rigidezza geometrica.

Le matrici globali possono essere indicate coi simboli K per la matrice di rigideza e
K o per la matrice di rigidezza geometrica. Sono introdotte le soluzioni armoniche
che conducono ad un problema agli autovalori:

(K — )\kKUo)ak =0 (426)

dove \; e il k — th carico di buckling associato al k — th autovettore, ay.

Nel nostro caso sono state calcolate le vibrazioni che discendono dall’applica-
zione di carichi inerziali alla struttura. Introducendo soluzioni armoniche & possi-
bile quindi calcolare le frequenze, wy, per il caso omogeneo risolvendo il seguente
problema agli autovalori:

(K — Ky0) — wiM]q,;, = 0 (4.27)

dove q; € il k-esimo autovettore e rappresenta il modo di vibrare relativo alla
frequenza naturale wy.
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Capitolo 5

Analisi Statica

In questo capitolo vedremo qualche applicazione numerica delle teorie viste nei
precedenti capitoli. Inizieremo con l'analizzare stutture sottoposte a carichi con-
centrati; i risultati saranno confrontati con altri metodi di calcolo e con appositi
software, nel nostro caso abbiamo utilizzato il risolutore MSC NASTRAN®. In
seguito, sempre sotto 'ambito dell’analisi statica, analizzeremo i risultati dati dal-
I’aggiunta di masse non strutturali (come potrebbero essere ad esempio le gondole
motrici nel caso di un’ala) sotto 'azione di carichi gravitazionali, per giungere,
infine, a compiere un’analisi modale.

Nelle analisi si sono considerate diverse geometrie ma la tipologia di materiale ¢
rimasta sempre la stessa. Nello specifico si € considerato un materiale isotropo
avente le seguenti caratteristiche: modulo di Young E pari a 75 Gpa; coefficiente
di Poisson v = 0.33 e densita p = 2700 Kg/m?.

5.1 Carichi concentrati

5.1.1 Trave a sezione rettangolare

La prima geometria che andiamo ad analizzare e una trave a sezione quadrata
incastrata ad un estremo. Si sono considerate due diverse discretizzazioni sulla
sezione trasversale della trave, una con un elemento L4 e una con un elemento L9
come mostrato in Figura . La sezione ha lato pari a 0.2m e rapporto L/h =
10. Si e applicato un carico concentrato, F., di intensita —50N alla posizione
(0,L,0). Come riferimento si utilizza la freccia fornita dal metodo della trave di
Eulero - Bernoulli (EBBM)

B F. I3
- 3Bl

(5.1)

Uz p
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5 — Analisi Statica

{-1,1) (1,1) (-1,1) (o, 1) (1, 1)

s
T_L
{1, 0}

{1, il

(o o)

{-1,-1) i1, -1) {1, 1) (o, -1} {1,-1)

Figura 5.1. Elementi L4 ed L9.

e quella fornita dal metodo della trave di Timoshenko (TBM) che tiene in conto
anche del contributo del taglio

F.L

+ a1 (5.2)

Uyp = Uzp

dove I ¢ il momento di inerzia, A ¢ la sezione della trave e GG ¢ il modulo elastico
tangenziale. Per ultimo si sono considerate tre diverse tipologie di discrizzazione
dell’elemento trave con 5, 10 e 40 elementi di tipo Beam4.
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I risultati ottenuti sono riassunti nella seguente Tabella [5.1] gli spostamenti
sono stati misurati nel punto di applicazione del carico:

Modello 5 10 40
Modelli Classici
EBBM -1.333 -1.333 -1.333

TBM -1.343 -1.343 -1.343
Taylor
N1 -1.363 -1.363 -1.363
N2 -1.319 -1.326 -1.328
N3 -1.321 -1.321 -1.330
N4 -1.321 -1.328 -1.331
Lagrange
L4 -1.112  -1.115 -1.116
L9 -1.320 -1.327 -1.329

Tabella 5.1.  Valori di u, x 10°[m] per differenti modelli trave

Come si puo notare 'utilizzo di polinomi 1.9 di Lagrange approssima meglio la
soluzione, confrontata con i modelli di Eulero - Bernoulli, specialmente se si utiliz-
zano piu elementi; lo stesso avviene al crescere dell’ordine dei polinomi del modello
Taylor.
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5 — Analisi Statica

5.1.2 Trave con apertura

Consideriamo ora il caso di una trave con apertura. In questo caso analizzere-
mo l'andamento di u, anzicche di u,. I risultati ottenuti saranno confrontati col
modello solido costruito col risolutore MSC NASTRAN®. La scelta dei materiali
utilizzati ¢ la stessa del caso precedente. Iniziamo a definire la geometria della
sezione che andremo ad analizzare come evidenziato in Figura [5.2

z

Figura 5.2. Coordinate della trave con apertura

La trave presenta le seguenti dimensioni: larghezza b pari a 0.2m; altezza h pari a
0.2m; spessore t pari a 0.01m ed, infine, lunghezza L pari a 2m.

La trave & vincolata ad un estremo e sono state applicate due forze F, pari in
modulo di 1N e in verso opposto nella posizione (0, L, -0.45). Si sono simulate tre
diverse configurazioni di elementi L9: nella prima configurazione si sono utilizzati
9 elementi L9, nella seconda 11 elementi L9 e nell’ultima sempre 11 elementi L9
ma posizionati in maniera differente come mostrato in Figura [5.3] I risultati ot-
tentuti sono stati riassunti nella seguente Tabella[5.2] confrontati con il riferimento
utilizzato.
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L SR R EE S

(a) 9L4 (b) 11L9°
L &} : E L] i;i
(c) 11L9°

Figura 5.3. Distribuzione di L9 su trave a sezione quadrata

Anche in questo caso e possibile notare che la convergenza della soluzione au-
menta all’aumentare degli elementi L9 utilizzati ed in particolare utilizzando una
piu appropriata distribuzione lungo ’apertura.

Elemento  DOF  wu, x 108, m

SOLID 131400 5.292
9L9 5301 4.884
11L9% 6417 4.888
11L9° 6417 5.116

Tabella 5.2.  Valori di u, per trave con apertura in [0,L,-h/2]
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5.2 Carichi inerziali

5.2.1 Trave a C

Iniziamo ora a trattare I’argomento riguardante l'aggiunta di masse non struttu-
rali e ’applicazione di carichi inerziali. Sono stati eseguiti dei confronti tra diverse
tipologie di strutture. In ogni confronto si ¢ analizzata la deflessione della strut-
tura dovuta ai soli carichi inerziali e quella risultante dall’aggiunta di una massa
non strutturale. Le strutture presentano differenti caratteristiche geometriche ma
stessa tipologia di materiale, si e scelto di utilizzare ’alluminio avente le seguen-
ti caratteristiche: modulo di Young, E pari a 75G Pa e coefficiente di Poisson
v = 0.33. Il primo caso considerato ¢ quello di una trave a C come mostrato

in Figura

by

t

« [

by

Figura 5.4. Geometria trave a C

le cui dimensioni utilizzate sono by = h = 1m, by = 0.5m, spessore t = 0.1m
ed, infine, lunghezza L = 20m. Si e innanzittutto calcolata la deflessione della
trave soggetta alla sola azione del proprio peso per poi aggiungere un elemento
non strutturale posto alla lunghezza L e sulla sezione trasversale nella posizione
x = 0m e z = 1Im secondo il sistema di riferimento scelto. Gli stessi calcoli sono
stati effettuati mediante MSC NASTRAN® per poter avere un termine di para-
gone. La massa aggiuntiva non strutturale ¢ di 40K g e si ¢ deciso di sottoporre
la travatura ad un’accelerazione pari a 2¢g prima nel verso delle z negative e poi
nel verso delle y negative, ovvero a compressione, dove il sistema di riferimento
adottato & conforme con quello introdotto nel primo capitolo. La trave e incastrata
in un estremo. Nella seguente Tabella sono riassunti i risultati ottenuti.

35



5 — Analisi Statica

Modello —u, x 10>, m  DOF
Modelli Classici

EULE 6.069 93
TBM 6.088 155
Taylor
N2 6.023 258

N4 6.399 1395
N6 7.242 2604
N7 7.557 3348
N8 7.796 4185
N9 7.919 5115
Lagrange
619 8.277 3627
Solid
Nastran 8.370 177000

Tabella 5.3.  Valori di u, per trave a C, solo forza gravitazionale

Il primo caso considerato e quello della trave soggetta alla sola forza di gravita.
Sono stati confrontati diversi modelli trave a partire dal modello trave di Eulero-
Bernoulli e di Timoshenko fino ad arrivare ad analizzare la stessa attraverso modelli
Taylor e Lagrange. Le deflessioni, in metri, sono state misurate nel punto (0,L,1)
inoltre nell’utilizzo del sowtware PATRAN® si & costruito il modello mediante
elementi solidi. Si puo notare come i risultati ottenuti attraverso i modelli Taylor
e Lagrange siano molto prossimi al modello di confronto benche tra i due modelli
ci sia un’importante differenza nel numero di gradi di liberta cui e costituita la
trave. Il modello Lagrange da noi costruito e caratterizzato dall’avere 6 elementi
L9 sulla sezione, mentre sia per il modello Lagrange che per quello Taylor sono
stati utilizzati 10 elementi beam4 lungo la lunghezza della trave.
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geom ——
deform -------

Figura 5.5. Deformata Trave a C, N=>5

Riportiamo ora in Tabella [5.4]i risultati ottenuti applicando oltre che un’acce-
lerazione di 2g nel verso delle z negative anche una massa non strutturale di 40K g
nella posizione x = 0m e z = 1m come mostrato in Figura[5.6, Sempre nello stesso
punto sono state misurate le deflessioni.

!

Figura 5.6. Trave a C, 6L9 con massa non strutturale
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Modello  u,,m DOF
Modelli Classici
EULE -0.1224 93
TBM  -0.1228 155
Taylor
N2 -0.1228 558
N4 -0.1291 1395
N6 -0.1463 2604
N7 -0.1527 3348
N8 -0.1576 4185
N9 -0.1601 5115
Lagrange
6L9 -0.1674 3627
Solid
Nastran -0.1695 177000

Tabella 5.4. Valori di u, per trave a C con massa non strutturale

Anche in questo caso si nota la convergenza della soluzione ottenuta al cre-
scere dell’ordine dei polinomi di Taylor al valore ottenuto attraverso il sowtware
NASTRAN®:; per quanto riguarda la soluzione ottenuta mediante Lagrange si no-
ta come una suddivisione con 6 elementi L9 approssimi gia molto bene il modello
solido.
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In Tabella sono riportati i risultati ottenuti applicando oltre che un’accele-
razione di 2g nel verso delle y negative anche una massa non strutturale di 40K g
nella posizione x = O0m e z = 1m. Sempre nello stesso punto sono state misurate
le deflessioni.

Modello  u,,mm  DOF
Modelli Classici
EULE  -0.1478 93
TBM  -0.1478 155
Taylor
N2 -0.1470 558
N4 -0.1477 1395
N6 -0.1483 2604
N7 -0.1485 3348
N8 -0.1488 4185
N9 -0.1491 5115
Lagrange
6L9 -0.1486 3627
Solid
Nastran -0.1510 177000

Tabella 5.5.  Valori di u, per trave a C con massa non strutturale
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5.2.2 Trave a doppio T

Il secondo caso analizzato riguarda una travatura a doppio T. Le dimensioni utiliz-
zate sono le seguenti: a = 0.2m, b = 0.3m, spessore t = 0.05m ed, infine, lunghezza
L = 3m come mostrato in Figura [5.7]

| 2 |

! b

Figura 5.7. Geometria trave doppio T

Anche in questo caso si € dapprima calcolata la deformata dovuta alla sola forza
di gravita, ovvero la deflessione dovuta al peso stesso della trave. In seguito si e
aggiunta una massa non struttutale di 20K g sempre all’estremita libera e in posi-
zione x = 0.2m e z = 0.15m sulla sezione. Si ¢ deciso di costruire la struttura con
7 elementi L9 lungo la sezione e 10 elementi beam4 lungo 'apertura per quanto
riguarda il modello Lagrange. Anche per il modello Taylor sono stati utilizzati 10
elementi beam4 sulla lunghezza della trave. Nella costruzione mediante il software
PATRAN® si sono utilizzati invece elementi di tipo solido. A differenza del ca-
so precedente in seguito all’applicazione della massa non strutturale si ¢ imposta
un’accelerazione di 1g prima nel verso delle z negative e poi nel verso delle x ne-
gative, ovvero lateralmente alla struttura. I risultati ottenuti sono riassunti nella
seguente Tabella [5.6|
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Modello u,,mm  DOF
Modelli Classici
EULE  -0.3065 93
TBM  -0.3107 155
Taylor
N2 -0.3107 558
N4 -0.3108 1395
N6 -0.3114 2604
N7 -0.3119 3348
N8 -0.3119 4185
N9 -0.3120 5115
Lagrange
7L9 -0.3123 4185
Solid
Nastran -0.3140 127800

Tabella 5.6. Valori di u, per trave a doppio T, solo forza gravitazionale

Le deflessioni ottenute sono misurate in metri nella posizione (0,1,,0.15). Anche
in questo caso ¢ stata effettuata l’analisi attraverso piu modelli trave partendo
dalle teorie classiche come quelle di Eulero-Bernoulli e Timoshenko fino a giungere
ai modelli di tipo Taylor e Lagrange. Come termine di paragone ulteriore ¢ stato
utilizzato il software NASTRAN® il quale, a differenza dei primi modelli, presenta
un alto numero di gradi di liberta come mostra la Tabella [5.6]

geom
deform -------

Figura 5.8. Deformata trave a doppio T, N=5
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In Tabella sono stati raccolti i risultati ottenuti applicando oltre che un’ac-
celerazione di 1g nel verso delle z negative anche una massa non strutturale di
20K g nella posizione x = 0.2m e z = 0.15m come mostrato in Figura Sempre
nello stesso punto sono state misurate le deflessioni.

Figura 5.9. Trave doppio T, 7L9 con massa non strutturale

Modello  u,,mm  DOF
Modelli Classici
EULE  -0.3737 93
TBM  -0.3786 155
Taylor
N2 -0.3753 558
N4 -0.3829 1395
N6 -0.3848 2604
N7 -0.3856 3348
N8 -0.3865 4185
N9 -0.3867 5115
Lagrange
719 -0.3888 4185
Solid
Nastran -0.3920 127800

Tabella 5.7.  Valori di u, per trave a doppio T con massa non strutturale
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Nella successiva Tabella sono stati schematizzati i risultati ottenuti appli-
cando oltre che un’accelerazione di 1g nel verso delle x negative anche una massa
non strutturale di 20 Kg nella posizione z = 0.2m e z = 0.15m, in cui sono state
misurate le deflessioni.

Modello  u,,mm  DOF
Modelli Classici
EULE -1.902 93
TBM -1.907 155

Taylor
N2 -1.875 558
N4 -1.891 1395
N6 -1.897 2604
N7 -1.898 3348
N8 -1.900 4185
N9 -1.900 5115
Lagrange
7L9 -1.888 4185
Solid

Nastran -1.910 127800

Tabella 5.8. Valori di u, per trave a doppio T con massa non strutturale

L’ultimo step riguarda 1’applicazione di un’accelerazione angolare 6 attorno all’as-
se y di intensita pari a 1000 rad/s* ed in senso antiorario secondo il verso uscente
dell’asse. Come risultato verra calcolato lo spostamento u e w nel punto z = 0 m
e z = —0.15 m nell’estremo libero, ovvero nello spigolo inferiore della flangia.
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Nella seguente Tabella sono sintetizzati i risultati ottenuti.

Elemento  u, mm w, mm DOF

Taylor
N2 0.0785 0.0754 558
N3 0.0789  0.0757 930
N5 0.393  0.284 1953
N6 0.481  0.343 2604
N7 0.483  0.343 3348
Lagrange
7L9 0.369  0.244 4185
Solid

Nastran 0.837  0.554 27600

Tabella 5.9. Valori di u e w misurati in (0, L, —0.15), confronto tra diversi modelli

Come si pud notare questo caso rappresenta un caso particolare da analizzare
in quanto e forte la presenza di scorrimento nelle flangie. I codici non riescono
ad approssimare in maniera ottimale il comportamento del solido in quanto la
rotazione non e perfettamente rigida. La stessa analisi verra ripetuta in seguito
con strutture che ruotano rigidamente senza deformarsi e sara possibile apprezzare
come i nostri codici approssimino molto bene la soluzione del solido di riferimento.
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Nella seguente Figura ¢ possibile valutare la differenza di rotazione che si
genera sotto un’accelerazione angolare secondo i diversi modelli.

Undeformed
N

NG -oeeoeee

Figura 5.10. Rotazione trave a doppio T, confronto tra diversi modelli
In questo caso € ancora piu palese la differenza che si genera nel caso appena esa-

minato, si puo notare, infatti, come nel caso solido ci sia un accentuato scorrimento
che quindi provoca la differenza appena vista nelle deformazioni.
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5.2.3 Trave a sezione rettangolare cava

L’ultimo caso analizzato riguarda una struttura a parete sottile pitt somigliante ad
una struttura di tipo aeronautico come potrebbe essere, ad esempio, un cassone
alare. La geometria utilizzata € mostrata in Figura [5.11}

Figura 5.11. Geometria Trave

le dimensioni utilizzate sono le seguenti: a = 0.8m, h = 0.2m, spessore di parete
t = 0.01m ed, infine, lunghezza L = 3.2m. Oltre al caso riguardante i soli carichi
inerziali, si e studiato il comportamento della trave in seguito all’applicazione di
masse non strutturali con dapprima una massa di 10K g ed in seguito di 30Kg¢g
sempre insieme ad un’accelerazione di 1g verso il basso. La struttura e stata
costruita con l'utilizzo di 10 elementi L9 lungo la sezione per quanto riguarda il
modello Lagrange e per entrambi i modelli sono stati utilizzati 10 elementi beam4
lungo l'apertura. Lo stesso modello su PATRAN® ¢ stato costruito con elementi
solidi (anche se in questo caso, date le caratteristiche geometriche, si sarebbero
potuti usare anche elementi di tipo shell). La struttura ¢ vincolata in un estremo e
libera nell’altro dove sara applicata la massa non strutturale in posizione z = 0.8m
e z = —0.1m. Di seguito riportiamo i risultati ottenuti.
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Modello  u,,mm DOF
Modelli Classici
EULE  -0.5891 93
TBM  -0.5939 155
Taylor
N2 -0.5731 558
N4 -0.6011 1395
N6 -0.6195 2604
N7 -0.6240 3348
N8 -0.6240 4185
N9 -0.6264 5115
Lagrange
1019 -0.6267 4185
Solid
Nastran -0.6300 38400

Tabella 5.10. Valori di u, per trave a sezione rettangolare cava, solo
forza gravitazionale

Inizialmente sono stati confrontati i risultati ottenuti mediante la sola appli-
cazione di carichi gravitazionali. Come nei casi precedenti sono stati messi a con-
fronto i diversi modelli trave fin’ora utilizzati. I risultati ottenuti sono espressi in
millimetri e sono stati misurati nella posizione (0.8,L, —0.1). Come nei casi prece-
denti si ha quasi perfetta concordanza con il modello di riferimento.

Figura 5.12. Deformata trave, 10L9

La massa non strutturale e stata applicata al bordo per evidenziarne la deformata
non simmetrica che si viene ad ottenere come mostrato in Figura [5.12]
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Riportiamo ora in Tabella [5.11]i risultati ottenuti applicando oltre che un’acce-
lerazione di 1g nel verso delle z negative anche una massa non strutturale di 10K g
nella posizione z = 0.8m e z = —0.1m come mostrato in Figura [5.13] Sempre
nello stesso punto sono state misurate le deflessioni.

Figura 5.13. Trave a sezione rettangolare cava,10L9 con massa non strutturale

Modello  u,,mm DOF
Modelli Classici
EULE  -0.6828 93
TBM  -0.6882 155
Taylor
N2 -0.6681 558
N4 -0.7002 1395
N6 -0.7230 2604
N7 -0.7333 3348
N8 -0.7343 4185
N9 -0.7469 5115
Lagrange
10L9 -0.7486 4185
Solid
Nastran -0.7610 38400

Tabella 5.11. Valori di u, per trave a sezione rettangolare cava con
massa non strutturale
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Nella successiva Tabella sono stati invece riassunti i risultati ottenuti ap-
plicando oltre che un’accelerazione di 1g nel verso delle z negative anche una massa
non strutturale di 30K g nella posizione x = 0.8m e z = —0.1m, in cui sono state
anche misurate le deflessioni.

Modello  u,,mm DOF
Modelli Classici
EULE  -0.8703 93
TBM  -0.8768 155
Taylor
N2 -0.8578 558
N4 -0.8985 1395
N6 -0.9300 2604
N7 -0.9520 3348
N8 -0.9551 4185
N9 -0.9879 5115
Lagrange
1019 -0.9923 4185
Solid
Nastran -0.1025 38400

Tabella 5.12. Valori di u, per trave a sezione rettangolare cava con
massa non strutturale
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Come ultima analisi consideriamo la struttura sottoposta ad un’accelerazione
angolare 0. Essendo la struttura a sezione cava per renderla indeformabile sulla
sezione e quindi per poter avere una rotazione rigida senza scorrimenti a differenza
del caso della trave a doppio T, si ¢ aggiunta una centina nell’estremo libero.
L’accelerazione ha un valore di 1000 rad/s* ed ¢ diretta in senso orario secondo il
verso uscente dell’asse .

Le soluzioni ottenute sono state schematizzate in Tabella [5.13

Elemento  u, mm w, mm DOF

Taylor
N2 0.125  0.507 558
N3 0.127  0.520 930
N5 0.142  0.609 1953
N6 0.147  0.623 2604
Lagrange
1619 0.132  0.612 4896
Solid

Nastran 0.132 0.665 37270

Tabella 5.13.  Valori di u e w misurati in (0, L, —0.1), confronto tra diversi modelli

Possiamo ora notare come in caso di rotazione rigida i nostri risultati approssimino
molto bene il modello solido costruito con PATRAN®.

Nella seguente Figura [5.14] & possibile apprezzare la, seppur minima, differenza di
rotazione che si genera sotto un’accelerazione angolare secondo i diversi modelli.
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Figura 5.14.

Undeformed
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Rotazione trave a doppio T, confronto tra diversi modelli

Trave a sezione quadrata

A riprova di quanto detto nel paragrafo e nel paragrafo[5.2.3|analizziamo una
trave a sezione quadrata di lato pari a 0.2m e di lunghezza L = 2m per evidenziare
come nel caso di accelerazione angolare, se la sezione ruota senza deformarsi e allora
possibile ottenere delle ottime approssimazioni rispetto al corrispettivo modello
solido. Cio e evidente se analizziamo i risultati della seguente Tabella Le
deflessioni sono state misurate nel punto x = 0.1 m e z = —0.1 m se consideriamo
il sistema di riferimento piazzato nel baricentro.
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Elemento  u, mm w, mm DOF

Taylor
N2 0.0191 0.0191 558
N3 0.0191 0.0191 930
N5 0.0225 0.0225 1953
N6 0.0226  0.0226 2604
Lagrange
1L9 0.0119 0.0119 279
419 0.0157 0.0157 1116
1619 0.0159 0.0159 4464
Solid

Nastran 0.0230  0.0230 36300

Tabella 5.14. Valori di u e w misurati in (0.1, L, —0.1), confronto tra diversi modelli

Dalla precedente analisi si puo affermare come in caso di rotazione rigida nel
piano il modello di riferimento ¢ ben approssimato. Va comunque fatta una di-
stinzione tra il modello Taylor e il modello Lagrange. Al primo, infatti, & possibile
assegnare un’accelerazione a tutti i suoi gradi di liberta, mentre al secondo occor-
re definire un campo di accelerazioni punto per punto. La soluzione migliora al
crescere del numero di elementi utilizzati e quindi al crescere del numero dei nodi
ove ¢ possibile assegnare una forza derivante dall’accelerazione.
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5.2.4 Trave a sezione rettangolare cava con apertura

La struttura analizzata ¢ la stessa rispetto al caso precedente (paragrafo [5.2.3)
con la differenza che e presente un’apertura che va dal punto di coordinate x =
0.4m,z = —0.1m al punto x = 0.8m, z = —0.09m come mostrato in Figura [5.17]

Figura 5.15. Geometria cassone con apertura

Si e dapprima effettuata un’analisi statica applicando due forze F, pari in modulo
di 500N e in verso opposto nella posizione (0, L, -h/2) e in (0.8, L, -h/2). La
deformata ottentuta & stata misurata nel punto (0.8, L, -h/2). I risultati sono
riassunti in Tabella [5.15
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Modello Uy, MM DOF
Modelli Classici
EULE 0 93
TBM 0 155
Taylor
N2 —0.178 x 1072 558
N4 —0.257 x 1072 1395
N6 —0.366 x 1072 2604
N7 —0.423 x 1072 3348
N8 —0.449 x 1072 4185
N9 —0.476 x 1072 5115
Lagrange
10L9 —0.598 5580
16L9 —0.603 8924
Solid
Nastran —0.611 33000

Tabella 5.15.  Valori di u, per trave a sezione rettangolare cava soggetta
a carico di apertura

Come si puo notare dai risultati il modello basato sui polinomi di Taylor nel
caso la struttura presenti un’apertura di questo genere presenta una notevole li-
mitazione al contrario di quello costruito attraverso i polinomi di Lagrange che al
contrario approssima bene la soluzione.

In seguito la stessa trave ¢ stata sottoposta ad un’accelerazione di 2g nel verso
nelle z negative ed e stata applicata una massa non strutturale di 10Kg nel punto
(x,z) = (0.4,L,—0.1) dove & stata misurata la deflessione, oltre che nel punto
(x,z) = (0.8, L,0.1) ovvero dove non si verifica I'apertura ma la sola deflessione.
I risultati sono stati analizzati solo attraverso modelli Lagrange data l'inaccu-
ratezza dei modelli Taylor in caso di apertura. Per ottenere una soluzione piu
accurata si sono utilizzate diverse discretizzazioni con elementi L9 come mostrato

in Figura [5.16}
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(a) 10L9 (b) 16L9

(c) 20L9

Figura 5.16. Diverse suddivisioni in elementi L9 per cassone

Modello wu, Lembo a* w, Lembo b* w, Bordo DOF

Lagrange
10L9 -2.750 -4.210 -3.003 9580
16L9 -5.420 -8.720 -3.003 8924
20L9 -5.420 -8.780 -3.003 11439
Solid
Nastran -6.090 -12.80 -3.730 33000

Tabella 5.16. Valori di u, per trave a sezione rettangolare cava con apertura
a* lembo senza massa non strutturale;b* lembo con massa non strutturale
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Dai risultati ottenuti si evince come al crescere della suddivisione in piu ele-
menti L9 la soluzione, seppur lentamente, tenda al valore di riferimento. Essendo
in questo caso la geometria piu complessa la soluzione ¢ un po’ meno vicina al
modello di riferimento rispetto ai casi gia analizzati.

geom ——
deform -------

................

Figura 5.17. Cassone con apertura, 161.9
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5.2.5 Trave a sezione rettangolare cava con centine

Figura 5.18. Trave a sezione rettangolare con centine

Il passo successivo e stato quello di porre due centine alla struttura gia analiz-
zata nel paragrafo precedente [5.2.3] I dati sulla sezione non sono stati modificati e
vale sempre la geometria di Figura[5.11] Anche la scelta dei materiali non é stata
modificata. Cio che € cambiato e la lunghezza L ora pari a 4m e 'aggiunta di due
centine rispettivamente in posizione y = 2m e y = 4m, ovvero nell’estremo libero.
La struttura, incastrata ad un estremo e libera all’altro, ¢ sottoposta all’azione
del proprio peso in aggiunta alla presenza di una massa non strutturale del peso
di 50K g nella posizione = 0.8m e z = —0.1m come mostrato in Figura [5.13
e in posizione y = 2m ossia in corrispondenza della prima centina. La trave ¢
stata analizzata attraverso i modelli trave Eulero e Timoshenko per poi passare
ai modelli Taylor high order fino a giungere al modello Lagrange, il tutto messo a
paragone col modello solido ottenuto attraverso il risolutore NASTRAN®. La de-
flessione e stata misurata nell’estremo libero in posizione x = 0.8m e z = —0.1m.
In Tabella sono stati raggruppati i risultati ottenuti.
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Modello u,,mm DOF
Modelli Classici
EULE -1.736 93
TBM -1.745 155

Taylor
N2 -1.696 558
N4 -1.754 1395
N6 -1.793 2604
N8 -1.802 4185
Lagrange
16L9 -1.812 8924
Solid

Nastran -1.816 87666

Tabella 5.17. Valori di u, per trave a sezione rettangolare cava con massa
non strutturale e centine

Come si puo notare all’aumentare dell’ordine del modello Taylor si nota come
i risultati vadano a convergenza col modello di riferimento. Il modello Lagrange
offre, grazie alla discretizzazione in un numero elevato di elementi (16L9), un’ot-
tima approssimazione del modello solido nonostante il numero esiguo di gradi di
liberta se confrontato al modello di riferimento.
In seconda analisi sono stati analizzati gli andamenti delle tensioni normali e tan-
genziali confrontandole coi diversi modelli a disposizione. Riportiamo innanzitut-
to I'andamento della tensione normale oy, lungo I'apertura del cassone alare. La
tensione ¢ stata misurata nel punto x = 0.4m e z = 0.1m.
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Figura 5.19. Tensione normale lungo y

Dalla Figura si nota come tutti i modelli abbiano simile andamento. Vi e
inoltre un salto in y = 2m cioe in corrispondenza della prima centina dove e stata
posta la massa non strutturale.
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L’altra tensione analizzata ¢ la tensione tangenziale o,,. Quest’ultima ¢ stata
misurata in corrispondenza della prima centina (y = 2m), al variare di x e in
z = —0.095m.
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Figura 5.20. Tensione tangenziale lungo x

Anche in questo caso si puod notare 'andamento simile dei modelli Taylor e La-
grange se paragonati al modello solido. In questo caso il modello di trave di Eulero
non ¢ in grado di cogliere I'’andamento della tensione tangenziale per le limitazioni
della sua teoria. Il modello piu vicino a quello solido ¢ il modello di Lagrange e si
puo notare come in corrispondenza dell’applicazione della massa non strutturale
(x = 0.8m) il grafico perda la propria antisimmetricita vedendo salire il valore
della tensione in corrispondenza del punto appena detto.
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Capitolo 6

Analisi statica di profilo alare

In questo capitolo si effettuera I'analisi statica su di un profilo alare. Il profilo
scelto € un NACA 2415. Si effettueranno analisi sulla semiala dapprima senza
centine ed in seguito sulla stessa semiala centinata. La struttura sara sottoposta
all’azione delle forze gravitazionali e verra simulata la presenza di una gondola mo-
trice attraverso I'aggiunta di una massa non strutturale come visto nel precedente
capitolo. Si effettueranno confronti attraverso 1'uso dei due modelli da noi presi in
considerazione, ovvero Lagrange e Taylor ed i risultati ottenuti saranno confrontati
con lo stesso modello costruito attraverso il software MSC PATRAN-NASTRAN®©
per accertare la congruenza dei metodi utilizzati.

La sezione del profilo alare con le relative dimensioni delle solette ¢ mostrata nella
seguente Figura (6.1}

Figura 6.1. Geometria profilo alare

La corda C' ha lunghezza di 1 m ed essendo per 'appunto un NACA 2415 lo spes-
sore massimo e di 0.15 m, inoltre la lunghezza L ¢ pari a 6 m.
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6.1 Profilo senza centine

Le prime analisi che andremo ad effettuare sono sul profilo senza centine. La scel-
ta del materiale per tutte le componenti ¢ ricaduta sull’alluminio con le seguenti
proprieta modulo di Young, E pari a 75 Gpa; coefficiente di Poisson v = 0.33 e
densita p = 2700 Kg/m?.

La prima disanima ha visto 'ala sottoposta all’azione del proprio peso. Nella se-
guente Tabella|6.1]sono riportati i risultati ottenuti attraverso 1'utilizzo dei diversi
metodi su citati; per il medoto Lagrange la struttura e stata discretizzata attra-
verso 49 elementi di tipo L9.

Modello —u,,em  DOF
Modelli Classici
EULE 2.147 84
TBM 2.149 140

Taylor
N2 2.075 504
N4 2.101 1260
N6 2.109 2352
N7 2.112 3024
N8 2.113 3780
N9 2.115 4620
Lagrange
4919 2.123 24864
Solid

Nastran 2.143 186921

Tabella 6.1. Valori di u, per ala non centinata, solo forza gravitazionale

I risultati sono stati presi nell’estremo libero dell’ala e nel bordo d’attacco di po-
sizione © = Om e z = Om secondo il sistema di riferimento scelto (Figura [6.1)).
Come si puo notare le analisi simulano molto bene il modello e sono molto vicine
al valore di riferimento. Tra la deformata ottenuta col metodo Lagrange e quella
di riferimento ottenuta con Nastran c¢’¢ una differenza inferiore al 10%, che sale a
meno del 15% se si utilizza un N9. C’¢ pero da dire che la differenza dei gradi di
liberta in gioco nel primo caso & dell’ordine del 650% a favore del metodo Lagrange
e nel secondo caso questa percentuale sale fino al 4000% si va quindi dai 2 ai 3
ordini di grandezza di gradi di liberta in meno.

Cosi come risultano essere soddisfacenti i risultati ottenuti, lo stesso si puo dire
delle tensioni. Nello specifico sono stati messi a confronto i principali metodi di
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6 — Analisi statica di profilo alare

calcolo utilizzati per ottenere un andamento grafico delle tensioni stesse. In parti-
colare sono state confrontate la tensione normale o, e quella di taglio 0,; la prima
considerata lungo l'apertura dell’ala e in posizione x = 0.250m, 2z = —0.057m, ov-
vero nel corrente inferiore del primo longherone, mentre la seconda calcolata in
posizione y = 2m e al variare di z nella posizione x = 0.247m, cioe al variare del-
I’altezza del longherone principale ed, infine la stessa tensione tangenziale lungo
I’apertura in posizione x = 0.247m e z = 0.0096m

Di seguito (Figure sono rappresentati gli andamenti delle tre tensioni.
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Figura 6.2. Tensione normale lungo I'apertura (x=0.250m; z=0.057m),
confronto tra i diversi modelli

I quattro modelli presi in considerazione hanno andamenti pressocche identi-
ci. Nell'incastro il modello trave di Eulero ¢ quello che si discosta maggiormen-
te dal modello solido di riferimento, ma I’andamento decresce linearmente lungo
I’apertura dell’ala fino ad annullarsi nell’estremo libero.
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Figura 6.3. Tensione tangenziale nel longherone principale(x=0.250m; y=2m),
confronto tra i diversi modelli
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Figura 6.4. Tensione tangenziale lungo 'apertura (x=0.250m; z=0.0096m),
confronto tra i diversi modelli
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In questo caso ¢ evidente che il modello trave di Eulero non ¢ in grado di appros-
simare ’andamento delle tensioni tangenziali date le limitazioni della sua teoria.
Al contrario € possibile notare come il modello di tipo Lagrange offra un’ottima
approssimazione del corrispettivo modello solido.

11 passo successivo € stato quello di aggiungere una massa non strutturale. Si ¢ op-
tato per posizionare la massa aggiuntiva sul ventre dell’ala in posizione z = 0.250m
e z = —0.056m, in corrispondenza di un elemento rigido, ovvero il longherone prin-
cipale e alla distanza di 2 metri dalla radice, in altre parole, data la dimensione
dell’ala si € voluto simulare la presenza di una gondola motrice del peso di 300 Kg.
Sono state ripetute le analisi precedenti, ovvero si ¢ considerata un’accelerazione
di 1 g verso il basso alla struttura in esame.

Come prima cosa si ¢ valutata la deflessione dell’ala nell’estremo libero e in posi-
zione x = 0m e z = Om mettendo a confronto i diversi modelli di calcolo utilizzati.
Nella seguente Tabella sono riportati i valori di deflessione ottenuti.

Modello —u,,em  DOF
Modelli Classici
EULE 3.760 84
TBM 3.764 140

Taylor
N2 3.621 204
N4 3.678 1260
N6 3.697 2352
N8 3.708 3780
N9 3.711 4620
Lagrange
4919 3.721 24864
Solid

Nastran 3.762 186921

Tabella 6.2. Valori di u, per ala non centinata, forza gravitazionale piu
massa non strutturale

Anche in questo caso i modelli Taylor e Lagrange approssimano molto bene la
soluzione di riferimento, ottenuta attraverso il modello solido, nonostante la netta
differenza di gradi di liberta in gioco. Di nuovo sono state misurate le tensioni
normali e tangenziali in posizione z = 0.250m, 2z = —0.057m per le prime e in
posizione x = 0.247m e y = 2m al variare di z per le seconde. I risultati sono

sisntetizzati nei seguenti grafici(Figure
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Figura 6.5. Tensione normale lungo 'apertura (x=0.250m; z=0.057m), confron-
to tra i diversi modelli, aggiunta di massa non strutturale

Da notare come rispetto al caso precedente la pendenza della curva sia molto
piu accentuata in ragion del fatto che nella posizione y = 2m vi & posizionata la
massa aggiuntiva.
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Figura 6.6. Tensione tangenziale nel longherone principale (x=0.250m; y=2m),
confronto tra i diversi modelli, aggiunta di massa non strutturale
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Figura 6.7. Tensione tangenziale lungo 'apertura (x=0.250m; z=0.0096m), con-
fronto tra i diversi modelli, aggiunta di massa non strutturale

67



6 — Analisi statica di profilo alare

Il modello piu vicino a quello di riferimeto e ancora una volta il modello La-
grange, anche in ragion del fatto del numero piu elevato di gradi di liberta rispetto
ai corrispettivi modelli Taylor. Da notare come in questo caso la massa non strut-
turale modifichi il valore delle tensioni che sono di circa un ordine di grandezza
superiori rispetto al caso precedente.

6.2 Aggiunta delle centine

La disamina sul prodilo alara NACA2415 ¢ proseguita modificando la struttura
dell’ala stessa attraverso I’aggiunta di tre centine posizionate nelle posizioni y =
2m, y = 4m, ed infine nella posizione y = 6m, ovvero in estremita. La struttura,
per quanto riguarda il modello Lagrange, ¢ stata discretizzata con 49 elementi L9
come nel caso precedente, eccezion fatta per le centine le quali sono state costruite
attraverso 95 elementi di cui 49 L9, 28 L4 e 18 L3.

A\
A\

\

Figura 6.8. Geometria semiala con centine

Le prime analisi hanno riguardato la stuttura alare sottoposta ad un’accelerazione
negativa di 1g. In Tabella [6.3]i risultati ottenuti:
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Modello  —u,,ecm  DOF
Modelli Classici
EULE 2.238 84
TBM 2.239 140

Taylor

N2 2.134 504

N4 2.164 1260

N6 2.173 2352

N8 2.174 3780

N9 2.179 4620

Lagrange
Lagrange  2.200 24864
Solid

Nastran 2.224 186921

Tabella 6.3. Valori di u, per ala centinata, solo forza gravitazionale

I risultati sono stati misurati nell’estremo libero in posizione x = 0m, z = Om.
Come nel caso precedente oltre alla deformata e stato misurato anche I’andamento
delle tensioni normali e tangenziali che ¢ mostrato nelle Figure
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Figura 6.9. Tensione normale lungo 'apertura (x=0.250m; z=0.057m), confron-
to tra i diversi modelli, solo forza gravitazionale
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Figura 6.10. Tensione tangenziale nel longherone principale (x=0.250m; y=2m),
confronto tra i diversi modelli, solo forza gravitazionale
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Figura 6.11. Tensione tangenziale lungo l'apertura (x=0.250m; z=0.0096m),
confronto tra i diversi modelli, solo forza gravitazionale
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Di nuovo il modello LE e quello che maggiormente si avvicina al modello solido,
soprattutto nel caso delle tensioni normali.

Successivamente si ¢ aggiunta una massa concentrata di 300 Kg in in posizione
x = 0.250m e z = —0.056m in corrispondenza della centina posta a y = 2m.
L’accelerazione questa volta e pari a 2g. In Tabella [6.4]i risultati ottenuti.

Modello —u,,em  DOF
Modelli Classici
EULE 7.702 84
TBM 7.711 140

Taylor

N2 7.333 004

N4 7.455 1260

N6 7.494 2352

N8 7.516 3780

Lagrange
Lagrange  7.572 24864
Solid

Nastran 7.649 186921

Tabella 6.4. Valori di u, per ala centinata, forza gravitazionale e massa
non strutturale

Di seguito (Figure [6.12][6.13] [6.14])) sono riportati gli andamenti delle tensioni
normali e tangenziali.
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Figura 6.12. Tensione normale lungo lapertura (x=0.250m; z=0.057m), con-
fronto tra i diversi modelli, massa non stutturale
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Figura 6.13. Tensione tangenziale nel longherone principale (x=0.250m; y=2m),
confronto tra i diversi modelli, massa non stutturale
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Figura 6.14. Tensione tangenziale lungo lapertura (x=0.250m; z=0.0096m),
confronto tra i diversi modelli, massa non stutturale
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Capitolo 7

Analisi Modale

In questo capitolo analizzeremo diverse strutture alle quali & stata aggiunta una
massa non strutturale ed analizzeremo come questa possa influire sulle frequenze
proprie del sistema. Infatti, mentre la rigidezza della trave rimane la stessa, la
massa invece varia e cio va a modificare le frequenze naturali. Si confronteranno le
frequenze proprie con quelle ottenute col risolutore MSC NASTRAN® utilizzato
come modello di riferimento.

7.1 Trave a C

7.1.1 Frequenze naturali

Iniziamo dal considerare la trave a C analizzata nel precedente capitolo Sono
state calcolate innanzitutto le frequenze proprie del sistema senza ’aggiunta delle
masse non strutturali.

Per migliorare la convergenza si e deciso di aumentare il numero degli elementi L9
sulla sezione trasversale passando da 6 elementi a 10 elementi come mostrato in
Figura [7.1}
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| N

(a) 6L9 (b) 16L9

Figura 7.1. Diverse suddivisioni in elementi L9 per trave a C

In Tabella sono riportate le prime 10 frequenze.

EBBT TMB N2 NJ N6 N8 6L9 10L9  Nastran
1 17547 17537 17637 17607 17607 17607 1.7607 1.7607 1.7547
2 2,996/ 2989/ 3.004F 2931F 2763/ 26557 25667  2.560f  2.5497
3 10.9747  10.908 10.951 10.900/  7.662¢ 6.739¢ 6.296¢ 6.272 6.234¢
4 18.673F 18.3557 18.4067 12.259¢ 10.896/t 10.8907t 10.875f* 10.870F 10.833f
5 30.6317 30.2027 30.221F 17.466! 13.837" 12.370° 11.466! 11.417"  11.345¢
6 51.8147 49.8377 35.372¢ 20.9457  24.873  22.547' 21.186!  21.102¢  20.970
7 59.7527  58.2567 49.821F  34.662¢ 29.938f  20.877¢  29.252t  29.198"  29.068!
8 65.879% 65.879% 58.037¢ 45.767%  32.496f  30.2127 29.8957 29.861f 29.7567
9 98.201 93.734f 66.0697 56.949/t 41.265t 37.127ft 34.935/t 34764/t 34.533t
10 100.22F 94.434F 93.610F 59.223ft 57.058ft 53.027ft 50.235ft 49.886/t 49.517/t
DOF 93 155 558 1395 2604 4185 3627 5859 177000

Tabella 7.1.  Prime 10 frequenze [Hz] trave a C senza massa non strutturale
f: modo flessionale; a: modo assiale; t: modo torsionale; ft: modo flesso-torsionale.

L’aumento degli elementi L9 utilizzati ha ampliato seppur di poco il numero dei
gradi di liberta della trave a vantaggio di risultati piu accurati rispetto al modello
di riferimento. Per quanto riguarda, invece, la convergenza del modello Taylor
¢ stato sufficiente aumentare l'ordine polinomiale. Si puo notare che al crescere
dell’ordine, sia Taylor che Lagrange, le frequenze di avvicinano numericamente a
quelle di riferimento e anche i modi propri di vibrare vanno a coincidere.
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7.1.2 Aggiunta di masse non strutturali

Il passo successivo e quello di valutare come I’aggiunta di una massa non struttutale
modifichi i modi di vibrare e le frequenze proprie del sistema. In questo caso si
e scelto di aggiungere una massa di 4000/’ g nell’estremo libero e in posizione
x = 0m, z = 1m sulla sezione.

EBBT TMB N2 N/ N6 N8 6L9 10L9  Nastran
1 1.1547 11537 11587 1.152f 1137t 1.126fF  1.115fF  1.115fF 1.1117%
2 1.971f  1.967F  1.973f  1.895f  1.736ft  1.651ft 1.580ft  1.586ft  1.579ft
3 8.6757 86307 8576/  7.628 5.705! 5.168" 4.901 4.889¢ 4.560
4 14.699F 14.486F 14.356! 11.371*  9.283! 8.375¢ 7771t 7.734t  7.6707"
5 25.7657 25.444F 23585/t 12.603/t 10.096/t 9.823ft  9.735ft 9728t  9.862ft
6 41.5047 40.489F 30.962/t 25.286/t 20.642t 18.238/t 16.920/t 16.810/t 16.633/
7 49.0097 48.0757 41.005/t 30.465/t 23.374ft 22.831ft 22.718ft 22.643/t 22.235/
8 547891 53.782f 48.724ft 35.776ft 20.792ft 28.698ft 27.426/t 27.169/t 26.716/
9 85.8377  81.860F 54.363/t 42.934ft 33.487ft 30.518/t 29.704ft 29.647/t 29.514/
10 89.3337 85.371F 79.443ft 51.675t 40.656/t 38.247ft 39.120ft 38.162/t 34.359/
DOF 93 155 558 1395 2604 4185 3627 5859 177000

Tabella 7.2.  Prime 10 frequenze [Hz] trave a C con massa non strutturale
f: modo flessionale; t: modo torsionale; ft: modo flesso-torsionale.

Come si puo notare dalla Tabella I’aggiunta della massa non strutturale posta
al bordo della struttura provoca un aumento dei modi torsionali che si vanno ad
accoppiare con quelli flessionali. In ogni caso il confronto tra i modelli Taylor,
ottimi nel caso di strutture a trave, e i modelli Lagrange con il modello solido di
riferimento e sempre ottimo nonostante la differenza di gradi di liberta.
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(a) Modo 1(1.115 Hz) (b) Modo 4(7.734 Hz)

(¢) Modo 8 (27.169 Hz)

Figura 7.2. Modi di vibrare trave a C con massa non strutturale, 10L.9
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7.2 'Trave a doppio T

7.2.1 Frequenze naturali

Analizziamo ora il caso della trave a doppio T considerata nel precedente capito-
lo In maniera conforme al caso precedente sono state effettuate analisi con
e senza massa non strutturale e i risultati sono stati confrontati con quelli di MSC
NASTRAN®. La prima analisi modale ¢ quella senza masse non strutturali. Di
seguito sono riportati i risultati ottenuti.

EBBT TMB N2 N4 N6 N8 7L9 12L9  Nastran
15.6797 15.6547 15.8017 15.7577 15.7397 157347 157587 15.7277 15.6897
35.2887  35.0127 352297 34.974f 349347 34.9037 34.8787 34.8677 34.8007
97.9157 9608697 97.7647 97.332f 96.164¢ 88.741' 77.684' 76.581% 75.617
217.277 2060597 203.66! 105.53" 97.068" 96.990 97.138" 096.887/ 96.6397
272.627 2650967 207.73F 199.42f 198.27F 197.28" 196.28" 196.10 195.717
439.19% 439019* 268.527 266.547 265.247 264.79f 246.78"  243.49"  240.63
529.90 507027 440.97¢ 325.577 298.13" 277.27¢ 265.12¢ 264.207 263.497
592.067 5330697 512.547 440.71% 440.66% 440.64% 440.64® 440.62% 440.23%
866.98/ 8110807 536.177 496.95/ 491.81/ 487.36/ 453.27¢ 448.06° 443.55¢
0 1117.87 9500817 614.02¢ 506.647 502.74t 495.78" 482.74f 481.97  480.95/
DOF 93 155 558 1395 2604 4185 4185 6975 127800

= © 00 O Ui Wi+

Tabella 7.3. Prime 10 frequenze [Hz] trave a doppio T senza massa non strutturale
f: modo flessionale; a: modo assiale; t: modo torsionale; ft: modo flesso-torsionale.

Come si puo notare 'aumento degli elementi sulla sezione (vedi Figura [7.3)) porta
ad un seppur contenuto aumento dei gradi di liberta ma al tempo stesso ad una
maggiore convergenza coi risultati di riferimento.

(a) 7L9 (b) 12L9
Figura 7.3. Diverse suddivisioni in elementi L9 per trave a T

A riprova dell’efficacia del calcolo delle frequenze naturali effettuato con il modello
LE riportiamo il MAC tra NASTRAN® e la discretizzazione con 12 elementi L9
nella successiva Figura in cui & possibile notare la perfetta convergenza tra i
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due modelli:

-

™
MAC Value

SOLID model, Mode nurmber

1 3 3 7 B
Componentwise model, Mode number

Figura 7.4. Valori di MAC tra modello 1219 e modello Nastran

Dove il MAC (Modal Assurance Criterion) ¢ definito dalla seguente relazione:

{04, } {05, }*
{¢Ai}T{¢Ai }{¢Bj }{¢Bj }T

MACU —

Una descrizione piu approfondita & reperibile nel seguente lavorol[l].
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7.2.2 Aggiunta di masse non strutturali

Analizziamo ora il comportamento dopo aver applicato una massa non stutturale
di 1000K g all’estremo libero e in posizione x = 0.2m, z = 0.15m sulla sezione. In
Tabella riportiamo le prime dieci frequenze ottenute con i modelli TE, LE e
con NASTRAN®,

EBBT TMB N2 N/ N6 N8 7L9 1209  Nastran
1 3.7000  3.6977 37137 36757  3.6637  3.6537  3.6687  3.6307  3.6187

2 8.3367 8.203f 82711/t 8076t 8015/t 7.954Ft  ga7aft 78467t  7.781f%

3 61.8657 61.4667 59.956/* 53.743ft  50.747t  47.773¢  52.639"  45.303"  38.508f%
4 103.267  102.06/ 94.6217t 72.370' 64.484' 58.753"  80.779"  55.330'  48.731
5 171.037  163.967 140.127t 101.98* 95.587t 91.375/t 104.66/* 88.996/" 84.952/
6 237.217 231.187 186.92¢  157.05¢ 151.08" 145.40¢ 150.93¢ 139.02¢  132.30'
7 458.277  441.527 247.98/t 224.05t 213.217t 204.64/t 199.42/t 191.89/t 184.73/
8 486.617 444.077 423.327t  281.721t 266.67/t 257.43/t 254.03/t 247.97/t 243.84/
9 679.497  649.657 437.96/* 392.70"  368.10° 343.10 371.59* 316.84"  292.90!
10 841.127 77759/ 565.617t 43590/t 420.36/" 408.36/t 398.96/t 389.35/t 370.947
DOF 93 155 558 1395 2604 4185 4185 6975 127800

Tabella 7.4. Prime 10 frequenze [Hz] trave a doppio T con massa non stutturale
f: modo flessionale; t: modo torsionale; ft: modo flesso-torsionale.

Anche in questo caso in seguito all’aggiunta della massa non strutturale in posi-
zione asimettrica si verifica un accoppiamento flesso-torsionale in alcuni modi di
vibrare. Il confronto col modello solido ¢ sempre molto soddisfacente, non a caso

il MAC effettuato tra il modello 1219 ¢ NASTRANO:

b
=]
=

MAC Value

SOLID model, Mode number

3 5 7 9
Componentawise model, Mode number

Figura 7.5. Valori di MAC tra modello 1219 e modello Nastran
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seppur con qualche incertezza iniziale fornisce I'esatta approssimazione per i primi
dieci modi di vibrare presi in considerazione.

7.3 Trave a sezione rettangolare cava

7.3.1 Frequenze naturali

Come ultimo caso analizziamo una struttura piu somigliante ad una di tipo ae-
ronaurico, ovvero una struttura in parete sottile. In questo caso si vedra come
Ieffetto dell’aumento degli elementi sulla sezione sara molto piu utile rispetto ai
casi precedenti per poter aumentare il livello di convergenza con i dati forniti dal-
I'analisi effettuata con MSC NASTRAN®. Iniziamo a considerare le frequenze
proprie del sistema senza ’applicazione di masse aggiuntive.

(a) 10L9 (b) 16L9

Figura 7.6. Diverse suddivisioni in elementi L9 per trave a sezione rettangolare cava
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EBBT TMB N2 N/ N6 N8 10L9 16L9  Nastran
25.4847 253657 25.8277 925.1587 24.7357 24.5297 24.5307 24.1127 23.8997
75.700f  72.7997  73.481F 72.580f 72.421f 72.350f 62.088¢ 57.040' 54.551%
158.037 153.207 155777 137.797  127.58"  90.873¢ 72.6287 72.783/ 69.599°
411.74* 357.957  159.14%  146.19" 134.29/% 111.68° 100.61° 74.205° 72.519/
435.12F  406.88F 359.817 330.86! 265.87° 127.00° 103.425 T77.615° 73.124°
435.237  411.74¢ 414.057 346.16F 274.47% 131.29° 109.38° 80.916° 75.034°
833.297 745947 414.41® 413.68% 344.107 139.88°5 118.52' 84.786° 80.480°
1089.5/ 808.297 486.04! 428.76!  361.71° 141.44° 119.24° 96.405° 89.564°
1235.2¢  1146.77  759.657 549.40/t 388.13/t 152.86° 122.017 97.819° 92.308°

0 1338.6/ 1284.5f 810.37F 690.19/t 413.49* 166.72° 133.77° 109.91° 101.58°

DOF 93 155 558 1395 2604 4185 5580 6336 38400

= © 00 J O Ui W N+

Tabella 7.5. Prime 10 frequenze [Hz] trave a sezione rettangolare cava
senza massa non strutturale
f: modo flessionale; t: modo torsionale; s: modo shell-like; a: modo assiale.

Si puo subito notare che rispetto ai casi precedenti compaiono in questo caso
nuovi modi di vibrare, ovvero i modi shell — like. Cio ¢ dovuto al fatto che la
struttura essendo a parete sottile ha un comportamento molto simile a quello di
una piastra. Da notare, inoltre, come gia anticipato, I'importanza di aumentare
il numero degli elementi sulla sezione trasversale. Passando, infatti, da 10 a 16
elementi l'errore tra la frequenza di riferimento e quella ottenuta col nostro pro-
gramma si assottiglia di molto. C’¢ da dire che nel primo caso sono stati utilizzati
10 elementi di tipo beam4 lungo la lunghezza della trave mentre nel secondo caso
ne sono stati utilizzati 7 per non aggravare i tempi di calcolo del calcolatore. Per
quanto riguarda il modello Taylor e bastato aumentare 1'ordine polinomiale per
poter arrivare a convergenza col modello preso come riferimento.
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7.3.2 Aggiunta di masse non strutturali

Passiamo ora ad analizzare il comportamento della struttura in seguito all’aggiun-
ta di una massa non strutturale del peso di 500K g applicata all’estremo libero e
in posizione x = 0.8m, z = —0.1m.

Nella seguente Tabella sono riassunti i risultati ottenuti.

EBBT TMB N2 N/ N6 N8 10L9 16L9  Nastran
1 7.00147 6.97977  6.97467  6.82677 6.68747"  6.49697" 6.2091/" 6.0549/F 5.98777
2 20.749  20.2197  20.040ft 19.666/t 19.344ft 18.983ft 18540/t 18.351/t 17.975ft
3 97.708" 95.515F 84.492ft 73.959/t  65.641% 54.823t 43.772ft 39.825/t 38.027/
4 131.79F  127.377  106.67¢  93.880'  83.997¢  69.157¢  44.074'  46.055'  52.902!
5 344.327  291.357 159.57ft 142.20ft 131.22ft 108.19° 95.475° 74.200° 69.604°
6 362.947 339.99f 278.41ft 253.20ft 195.03ft 126.52° 100.62° 77.609° 73.127°
7 646.017 586.747 334.11Ft 272.545 228.80° 126.95° 103.41%  79.343%  74.722%
8 763.377  666.517 443.43t 368.51° 268.82° 131.25° 109.345 84.777°  80.477°
9 1047.2F 774677 551.76/T  469.63°  340.73° 139.83% 118.77° 93.885°  89.078°
10 1223.2F  1052.97 607.78/t  506.99° 365.80° 152.76° 119.60°  96.415°  90.497%
DOF 93 155 558 1395 2604 4185 5580 6336 38400

Tabella 7.6. Prime 10 frequenze [Hz| trave a sezione rettangolare cava
con massa non strutturale
f: modo flessionale; t: modo torsionale; s: modo shell-like.

Come nel caso appena analizzato, anche in questo caso e da sottolineare I'impor-
tanza dell’aumento degli elementi sulla sezione trasversale per poter migliorare la
convergenza coi dati di riferimento.
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(a) Modo 1(6.0549 Hz)

(b) Modo 5(74.200 Hz)

(c) Modo 10(96.415 Hz)

Figura 7.7. Modi di vibrare traV% 3 sezione rettagolare con massa non
strutturale, 1619
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7.4 'Trave a sezione rettangolare cava con centine

Consideriamo ora le frequenze della struttura analizzata nel paragrafo [5.2.5] con
I'aggiunta della massa non strutturale di 50 Kg nella posizione x = 0.8m , z =
—0.1m e y = 2m. Sono stati calcolati i primi dieci modi di vibrare al variare del
modello trave considerato. Come riferimento si € sempre utilizzato il modello solido
della stessa ottenuto attraverso il software di tipo commerciale MSC NASTRAN®.
Dalla seguente Tabella si puod notare come al crescere dell’ordine del modello
Taylor oltre ad avvicinarci al valore della frequenza, si ha anche convergenza sul
tipo di modo di vibrare.

Modo EBBT TMB N2 N/ N6 N8 L16  Nastran
1 15.3907 15.3397 15.6027 15.3077 15.1197 15.0547 14.9507 14.9217
2 45.9947  44.7167 45.0987  44.6777  44.600 44.574F  44.5337  44.495f
3 84.217F  82.555F  7r.971ft 71.871t  69.192  67.211%  63.191%  61.302¢
4 243177 210.11F  115.01*  105.70'  101.21%  93.929"  78.423!  67.039°
5 273.34/  263.337  210.727  202.39/  199.06/ 132.72°  79.636°  67.044°
6 296.20 293.727  266.94/ 228.81/ 201.97/ 133.74° 84.906°  73.896°
7 474745 437.387  204.25/t  277.91/t 23747/t 149.93°  92.915°  75.150°
8 655.237  558.057 317.96! 288.73t  280.04' 150.78°  95.145°  78.569°
9 850.34  756.98/ 465.94/t 37524t 206.76/t 153.73° 97.535°  78.571°
10 920.827  856.43F 608.56/t  500.09/* 350.587t 166.287t 106.97/t 79.684/
DOF 93 155 558 1395 2604 4185 8924 87666

Tabella 7.7. Prime 10 frequenze [Hz] trave a sezione rettangolare cava con

centine e massa non strutturale
f: modo flessionale; t: modo torsionale; ft: modo flesso-torsionale s: modo shell-like.
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(a) Modo 3,16L9 (63.191 Hz)

(b) Modo 6,N=8 (133.74 Hz)

=

(¢) Modo 8,16L9 (95.145 Hz)

86

(d) Modo 9,16L9 (97.535 Hz)

Figura 7.8. Modi di vibrare Trave a sezione rettangolare con centine e
massa non strutturale
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7.5 Profilo alare NACA 2415 senza centine

7.5.1 Frequenze naturali

In questa sezione sara analizzato il profilo alare visto nel paragrafo[6.1} Sono stati
calcolati i primi dieci modi di vibrare nel caso dell’ala con e senza massa non

strutturale. Iniziamo a vedere le frequenze naturali che sono state raggruppate
nella seguente Tabella [7.8}

Modo EBBT TMB N2 Ny N6 N8 Lagrange  Nastran
1 4.2277  4.2257  4.202F7  4.2627  4.252F  4.2477 4.2327 4.2107
2 22.0877  21.8127 21.945F 21.856 21.800f 21.7557  21.758/  21.689f
3 26.4647  26.379  26.690F 26.1937  26.0527 25.9287  25.1467  24.779f
4 73.9771  73.4127 50.343t  47.731%  43.593t  42.435¢  31.137¢  29.178!
5 134.587 124.627 74.0887 71.3017 70.5607 69.550f 59.256/t 56.1167*
6
7
8
9

144.615 142.60f 124.967 122.457 120.957 116.39ft 66.650/t 62.4117t
216.80% 216.80¢ 143.347 134.237t 128.72/t 120.02/t  74.2245  68.774%
238.32/  233.17/ 15222t 143.04* 131.647t 126.76/t 86.361°  73.854°
354.77F  311.47F 21773 211.327  204.027  172.61°  88.934%  74.416°
10 361.317 343.88F 233.18F 217.66% 209.44* 189.36°  89.347%  75.133°
DOF 84 140 504 1260 2352 3780 24864 186921

Tabella 7.8.  Prime 10 frequenze [Hz] profilo alare senza masse non strutturali
f: modo flessionale; t: modo torsionale; ft: modo flesso-torsionale s: modo shell-like; a: modo
assiale.

Al crescere dell’ordine dei modelli high order le frequenze si avvicinano sempre piu
a quelle utilizzate come riferimento del modello solido. Si puo anche notare che al
crescere dei gradi di liberta iniziano a generarsi dei modi shell like caratteristici di
strutture tipo shell come & appunto I’ala.

7.5.2 Aggiunta di masse non strutturali

Successivamente sono state calcolate le frequenze nel caso di ala con massa non
strutturale e sono state di seguito in Tabella [7.9| riportate.

In questo caso oltre al leggero cambiamento delle frequenze si nota un accresci-
mento dei modi di vibrare flesso-torsionali dati dall’applicazione asimmetrica della
suddetta massa.
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Modo EBBT TMB N2 N4 N6 N8 Lagrange  Nastran
1 3.8207 3.8187 3.8847  3.8497 38337  3.822f 3.8287F 3.8067
2 14.170F  14.1027 13.370F  12.871F 125097 12.064F  13.340f  13.163f
3 19.857F  19.483F 19.604F 19.4697 19.382f 19.2111 19.3177  19.199/
4 53.6437 53.2027  42.613"  40.785!  38.411%f  37.345!  28.794!  27.023!
5 73.423F  65.6037 57.747ft 551247t 52.3907t 44.387ft  45.102ft  43.140f
6 128.187  126.37F  65.729"  63.068  60.558" 48.926/* 51.924ft  48.964/
7 148.30F  146.24F 123757t 114.56/t  89.666/t 55.137ft  59.358°  56.655°
8 210.40F 204.497 125.63/t 118.22/t 107.217t 95.801ft  78.204°5 = 71.457°
9 260.49 231.59/ 150.94/t 141.36/t 133.827t 126.59/t 85.638°%  74.269°
10 307.837  298.807 207.86/t 184.637t 167.62ft 144.66t 87.993°  75.034°
DOF 84 140 504 1260 2352 3780 24864 186921
Tabella 7.9. Prime 10 frequenze [Hz] profilo alare con massa non strutturale

f: modo flessionale; t: modo torsionale; ft: modo flesso-torsionale s: modo shell-like.

Di seguito vengono riportati alcuni confronti:

55
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45

40

35

Frequenze [Hz]

30

25

20

‘ Modo 4 lursiolnale —
Modo 3 flessionale mws=m==
\H
—i
Eule Fsdt N2 N4 N6 Ng cw T

Figura 7.9. Modo 3 flessionale e Modo 4 torsionale, confronto tra i diversi modelli

Come si puo vedere dal grafico all’aumentare dell’ordine la frequenza di oscil-
lazione per i modelli Taylor si avvicina sempre piu a quella di riferimento calcolata
attraverso il risolutore MSC NASTRAN®. 11 modello di tipo Lagrange completa
la convergenza verso il modello solido. Va detto che nell’analisi delle frequenze
relative al modo 4 i modelli di tipo Eulero e Timoshenko non presentano torsione
come tutti gli altri modelli ma flessione, quindi non sono stati rappresentati nel

grafico.

La stessa procedura e stata adottata nel caso delle frequenze calcolate con 1’ag-

giunta della massa non stutturale.
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Figura 7.10. Modo 3 flessionale e Modo 4 torsionale, confronto tra i diversi
modelli, massa non strutturale

Infine, sono state messe a confronto le frequenze relative al modo flessionale e al
modo torsionale nei casi con e senza massa per vedere come quest’ultima influisca
sul calcolo delle stesse.
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(b) Frequenze torsionali

Figura 7.11. Confronto frequenze con e senza massa non strutturale

Riportiamo, infine, alcuni modi di vibrare della struttura senza I'aggiunta di
masse non strutturali.
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A

(a) Modo 2 (21.758 Hz)

«
N\

? »

(b) Modo 3 (25.146 Hz)

(¢) Modo 4 (31.137 Hz)

(d) Modo 8 (86.361 Hz)
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) )

(a) Modo 5 (59.256 Hz) (b) Modo 7 (74.224 Hz)
e .y
N @ ®
(c) Modo 9 (88.934 Hz) (d) Modo 10 (89.347 Hz)

Figura 7.13. Dettaglio modi di vibrare ala senza masse non struttu-
rali, modello Lagrange
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In ultima analisi riportiamo in Figura I'andamento del MAC (Modal As-
surance Criterion) tra il modello solido e il modello Component wise. Come si
evince da tale Figura, il modello CW ¢ in grado di approssimare ottimamente il

modello solido.

Figura 7.14.

SOLID model, Made nurmber

-

@

1 3 5 7 B
Component-wise model, Mode number

Valori di MAC tra modello CW e modello Nastran

93



7 — Analisi Modale

7.6 Profilo alare NACA 2415 con centine

7.6.1 Frequenze naturali

In questo caso faremo riferimento al modello dell’ala provvisto di centine analiz-
zato nel paragrafo [6.2] Iniziamo a valutare le frequenze naturali ed i relativi modi
di vibrare dell’ala con centine. Sono stati calcolati i primi dieci modi attraverso i
diversi modelli trave. Nella seguente Tabella [7.10] sono raccolti i risultati ottenuti
nel caso di ala senza masse non strutturali aggiunte:

Modo EBBT TMB N2 N4 N6 N8 Lagrange Nastran
1 41247 41227 41807 4.1497  4.1587  4.1537 4.1457 4.1227
2 21.550F  21.285/ 21.3847 21.288F 21.334F 21.2887  21.3017  21.220/
3 25.7377  25.6557 25.920/ 25.438/ 25412/ 25309/ 25.071 24.921/
4 71.5017  70.9657 49.693t 47.073t 43.103¢ 42.187¢  39.537¢  39.221!
5 131.027 121.43F 71.569 68.9007 68.537/ 67.9027  65.2047  63.879/
6
7
8
9

142.017 140.087 121.69/ 119.227 11821/ 116.72f 85.856°  75.015°
212.86% 212.86* 140.527 131.797 128.28' 121.35/t  91.703°  78.607°
232.62F  227.647 150.13t 141.02" 129.85/t 125.85/ 93.650°  80.437°
344.77F 302.51F  213.97%  206.565 201.407 188.10/t  97.564°5  84.348°
10 350.547  334.227  227.49f 213.71* 21147/t 194.36ft  104.13%  91.511%
DOF 84 140 504 1260 2352 3780 24864 186921

Tabella 7.10. Prime 10 frequenze [Hz| profilo alare senza masse non strutturali
f: modo flessionale; t: modo torsionale; ft: modo flesso-torsionale s: modo shell-like; a: modo
assiale.

Di nuovo si puo apprezzare 'ottima convergenza che si ha con i modelli Taylor
high-order e soprattutto con i modelli Lagrange se confrontati al modello solido.

7.6.2 Aggiunta di masse non strutturali

In seguito la stessa analisi ¢ stata effettuata applicando una massa non strutturale
del peso di 300 Kg in corrispondenza della prima centina in y = 2m e in posizione
xr = 0.250m e z = —0.57m, ovvero sul ventre dell’ala ed in corrispondenza del
longherone principale. Anche in questo caso i risultati sono stati raggruppati in

Tabella che di seguito e riportata.
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Modo EBBT TMB N2 N4 N6 N8 Lagrange  Nastran
1 3.7457 37427 38277 37937 37837 3.777 3.7687 3.7467
2 13.9827 13.9157 14.153 13.8427 13.7487 13.674f 13.564f 13.511f
3 19.541F  19.178F  19.366F 19.2347 19.163F 19.098  19.050/  18.969/
4 51.834/ 51.499/ 44.038"  41.885¢  38.958"  38.205'  35.668°  35.384%
5 72.554F  64.8007 55.314ft 53.4117t 524137t 51.950ft 50.470ft  50.139f
6 127.117  125.97F  65.444  63.355¢  61.739"  60.599'  59.183t  58.738!
7 147767 146.195 126.32ft  119.62ft 110.51/t 105.35ft 83.273°  74.554°
8 208.871  203.20 130.19ft 124.28/t 121.38ft 119.45/t  87.655°  76.389°
9 255.37F  225.447  150.28/t  142.68/t 139.147t 135.61/t  92.256°  79.222%
10 299.487 290.83F1 214.61F* 195.58/t 186.787t 174.04/t  93.000°  83.336°
DOF 84 140 504 1260 2352 3780 24864 186921

Tabella 7.11.

Prime 10 frequenze [Hz| profilo alare con massa non strutturale
f: modo flessionale; t: modo torsionale; ft: modo flesso-torsionale s: modo shell-like.

Potrebbe essere interessante valutare graficamente ’evoluzione dei modi di vi-
brare. Infatti, quello che e stato fatto ¢ stato quello di valutare un modo flessionale
(il terzo) ed uno torsionale (il quarto) e l’evoluzione delle corrispettive frequenze
al variale del modello trave utilizzato.

50

45

40

35

Frequenze [Hz]

30

25

20

\"‘-—-—-—_____\
Modo 4 torsionale |
Modo 3 flessionale mm=mmas
Eule Fsdt N2 N4 NG N8 W e

Figura 7.15. Modo 3 flessionale e Modo 4 torsionale, confronto tra i diversi modelli

Passando dai modelli trave piu semplici fino ad arrivare a modelli high-order si puo
notare come ci si avvicini sempre piu al modello solido utilizzato come confronto.
Per quanto riguarda il modello tipo Lagrange quest’ultimo rappresenta una via di
mezzo tra i modelli Taylor high-order e il modello solido.
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Lo stesso grafico ¢ stato ripetuto nel caso dell’aggiunta della massa non stut-
turale.

45

40 et L,
= 35 .
)
L
g .
5 30 Modo 3 flessionale |
2 Modo 4 torsionale =m===m==
o
1
[T

25

20

15

1 2 3 4 5 6 7 i

Figura 7.16. Modo 3 flessionale e Modo 4 torsionale, confronto tra i
diversi modelli, MNS

<

E possibile, infine, confrontare come le frequenze cambino con l'aggiunta della
massa non strutturale.
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36 eag
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(b) Frequenze torsionali

Figura 7.17. Confronto frequenze con e senza massa non strutturale

Non per ultimo un confronto tra I’ala centinata e la stessa priva delle centine
puo essere interessante per vedere come queste ultime abbiano un’influenza sulle
frequenze e sul modo di vibrare dell’ala. Il grafico [7.18] si riferisce alla struttura
con massa non strutturale applicata.
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45
40 T
_ 35 e
i .
5 Modo 3(flessionale) Con Centi -
N 30 L Modo 3 (flessionale) Senza Centi
2 Modo 4(torsionale) Con Centi i
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Figura 7.18. Modo 3 flessionale e Modo 4 torsionale, confronto ala con e senza
centine, massa non strutturale

Riportimo, infine, il MAC tra il modello CW e il modello Solido a testimonianza
della robustezza di tale metodo.

-

@
MAC Walue

SOLID model, Mode nurmber

1 3 5 7 9
Componentwise model, Mode number

Figura 7.19. Valori di MAC tra modello CW e modello Nastran

98



7 — Analisi Modale

Di seguito sono riportati alcuni modi di vibrare dell’ala centinata secondo il
modello Lagrange.

L 4 }/

(a) Modo 2 (21.301 Hz) (b) Modo 3 (25.071 Hz)
(¢) Modo 4 (39.537 Hz) (d) Modo 6 (85.856 Hz)

Figura 7.20. Modi di vibrare ala senza masse non strutturali, modello Lagrange
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Capitolo 8

Vibrazioni sotto carichi inerziali

In questo capitolo analizzeremo come le frequenze di una data struttura siano
influenzate dall’applicazione di un carico esterno e come tale carico possa portare
ad instabilita azzerando alcuni modi di vibrare. Iniziamo col focalizzare la nostra
attenzione su una semplice struttura, ovvero una trave a sezione quadrata.

8.1 Trave a sezione quadrata

La prima struttura analizzata e una trave a sezione quadrata come riportato in
Figura 8.1}

Figura 8.1. Geometria trave a sezione quadrata

Le dimensioni sono: lato a = 0.2m e lunghezza L = 20m; il materiale scelto ¢
I’alluminio con le seguenti proprieta: modulo di Young, E pari a 75 GPa e coeffi-
ciente di Poisson v = 0.33.
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L’elemento e stato dapprima sottoposto a carichi di punta ed in seguito ad acce-
lerazioni a compressione.

Iniziamo col verificare il comportamento della struttura in esame sottoposta a
carichi di punta. Si e partiti dalla struttura scarica, ottenendo quindi le frequenze
naturali coi rispettivi modi di vibrare, per poi iniziare ad aumentare il carico fino
ad assistere all’annullamento delle prime frequenze. Cio come vedremo avviene

proprio in corrispondenza dei carichi critici euleriani. Nella prossima Tabella
é riassunto quanto appena detto.

F=0N F=1000N  F=10000N  F=20000N  F=50000N  F=60000N F=70000

1 0.4277% 0.4257% 0.394% 0.3567% 0.1947% 0.079/% —

2 2.679/% 2.676/* 2.643/ 2.607/* 2.4947% 2.455/ 2.415/*
3 7.496/* 7.4947% 7.466/* 7.436/ 7.343/ 7.312/% 7.281/
4 14.6757 14.6737% 14.6467% 14.6187% 14.5327% 14.5037% 14.4737%
5 24.2297% 24.2267% 24.2017% 24.1747% 24.0907% 24.0627% 24.0347%

F=80000N F=100000N F=200000N F=350000N F=500000N F=550000N F=600000N

1 — — — — — — —

2 2.375/ 2.293/ 1.8387/= 1.086/ 0.462/* 0.155/ -

3 7.2497% 7.1867% 6.8637% 6.351/% 5.806/% 5.617/% 5.4247%
4 14.4445 14.386/% 14.0907% 13.635/% 13.166/% 13.0067% 12.845f%
5  24.006f* 23.950f 23.668* 23.239f 22.801f 22.654f* 22.506/%

Tabella 8.1. Prime 5 frequenze [Hz] trave a sezione quadrata, carico di
punta, Lagrange, 2325 DOF

fx: modo flessionale attorno a x; fz: modo flessionale attorno a z.

Come si puo notare la prima frequenza si ¢ azzerata proprio in corrispondenza del
carico critico euleriano. Quest’ultimo, infatti, ¢ definito dalla seguente relazione:

2
T4 E T
P, = — e (8.1)
dove [ rappresenta la lunghezza libera di inflessione che nel caso di trave incastrata
ad un estremo e libera all’altro vale 2/, mentre J rappresenta il momento d’inerzia
della sezione trasversale.

Sostituendo i valori si ottiene che il primo carico critico € proprio dato da:
P.. =61685N (8.2)
Continuando ad aumentare 'intensita della forza si assiste al raggiungimento del

secondo carico critico, con il rispettivo azzeramento della corrispettiva frequenza,
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che avviene per il secondo carico critico euleriano pari a

P,, = 557003N (8.3)

Di seguito (Figura riportiamo 'andamento delle frequenze al variare del ca-
rico di punta applicato. Si puo notare I'andamento decrescente di tutti i modi,
in particolare per i carichi considerati si assiste all’annullamento delle prime due
frequenze.

25 I
e T T, MOdOI
Modo I|  =mmmsmm
Modo Il =wmemm
Modo IV == s e =
Modo Ve ceee e
20
w 15
ey
T
2
(7]
-
g
c 10
N N R S e s .
ob—— i T,
0 100000 200000 300000 400000 500000 600000

FN]

Figura 8.2. Andamento frequenze al variare della forza

La prossima Figura ci mostra nel dettaglio come la prima frequenza rag-
giunga lo zero in corrispondenza del primo carico critico euleriano.
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Figura 8.3. Andamento della prima frequenza al variare della forza
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Il passo successivo ¢ quello di applicare un’accelerazione a compressione. An-
che in questo caso si vuole verificare come le accelerazioni abbiano un’importante
influenza sulle frequenze e sui modi di vibrare di una struttura e di come siano in
grado, come verificato nel caso dei carichi di punta, di generare instabilita. Occor-
re anticipare che questo caso non e esattamente il corrispettivo del precendente in
quanto la trave non si trova piu in una situazione di carichi concentrati in punta
ma al contrario e sottoposta ad un campo di forze derivante dalle accelerazioni
uniforme lungo tutto il corpo. Non si puo quindi predire sotto quale accelerazione
la struttura andra in buckling ma occorre verificarlo sperimentalmente. Riportia-
mo di seguito in Tabella |8.2] i risultati ottenuti.

Modo a=0 a=10 a=20 a=40 a= 60 a=85 a= 95

1 0.4277=  0.4037  0.3787*  0.3207%  0.2507% — —

2 2.679/* 2658/  2.637/* 2595/  92553fr  2520fr 2477/

3 7.4965 747577 7.454fr 741177 73687  7.336/F  7.203f%

4 14.6757%  14.653/%  14.6307% 14.586/% 14.5417% 14.507/% 14.4627%

5 2422972 24.206/% 24.1837% 24.136/¢ 24.000/% 24.0557% 24.0097*

Modo  a=100  a=200 a=400 a= 500 a=600 a= 650 a= 700

1 _ _ _ _ _ _ _

2 2.465/* 2230/ 1.659/* 1.281/* 0.738/r  0.136/* —

3 7.28272  7.059/%  6.587/*  6.335f*  6.0727%  5.935/¢  5.795/¢

4 14.4517%  14.2217% 13.749/% 13.506/% 13.257f* 13.131/% 13.003/%

5 23.998/*  23.763/* 23.287/* 23.044/* 22.798/* 22.674/% 22.5497%
Tabella 8.2. Prime 5 frequenze [Hz| trave a sezione quadrata,

accelerazioni[m/s?], Lagrange, 2325 DOF

fx: modo flessionale attorno a x; fz: modo flessionale attorno a z.

Come possiamo vedere dalla Figura si ha un decadimento del valore delle fre-
quenze di tutti i modi ed in particolare si ha I'annullamento delle frequenze dei

primi due.
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25 T
Modo | CW
_______ Modo Il CW
Modo Il CW
Modo IV CW
Modo V CW ==
20
= 15 |
£
@
N
5
=
g
w 10
5
o_t i T e
0 100 200 300 400 500 600 700
a [m/s’]

Figura 8.4. Andamento frequenze al variare dell’accelerazione
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Figura 8.5. Andamento della prima frequenza al variare dell’accelerazione

Dalla precedente Figura [8.5| a possibile stimare il valore di accelerazione per
il quale si ha 'azzeramento della prima frequenza. A questo punto € interessante
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fare la seguente considerazione: il carico critico per il quale la prima frequenza va
a zero ¢ il seguente
P.. = 61685N (8.4)

mentre il valore di accelerazione che provoca lo stesso effetto e
aer = 80m/s* = P, = 172800N (8.5)

si puo quindi concludere che applicazione di una forza concentrata in punta per
il calcolo del bucking e, rispetto alla condizione di una stessa struttura sottoposta
ad accelerazioni a compressione, conservativa di circa 2.7 volte.

Lo stesso procedimento appena visto ¢ stato ripetuto per i modelli Taylor. In
maniera conforme al caso precedente si sono dapprima calcolate le frequenze al
variare del carico di punta applicato come mostra la seguente Tabella[8.3] Questa
volta si € aggiunto anche un confronto tra il modello trave di Eulero-Bernoulli e
un modello di ordine superiore, per la precisione un EDTN 3.

I modelli evolvono in maniera piuttosto simile, unica differenza riscontrabile
¢ nel raggiungimento del carico critico che nel modello di Eulero-Bernoulli viene
raggiunto per un carico leggermente inferiore rispetto ai modelli di ordine superiore.
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F=0N F=1000N F=10000N  F=20000N  F=50000N  F=60000N  F=70000N
Modelli Classici, EULE, 93 DOF

1 04257 0.4227% 0.391/% 0.3567% 0.191/% 0.0737% —
2.6677 2.663/* 2.631/ 2.607/* 2.482f 2.443f 2.403/*
3 74677 7.4647% 7.4365 7.4367* 7.313f= 7.282f 7.251f%
Modelli Taylor, N1, 279 DOF
1 0425/ 0.422/% 0.391/% 0.3547% 0.191/% 0.0737% —
2.6667* 2.662/* 2.630/ 2.594/ 2.481/% 2.449f 2.402/*
3 7.460f* 7.457f% 7.430f 7.399f 7.307f= 7.276f% 7.251f%
Modelli Taylor, N2, 558 DOF
1 0.427F% 0.424F= 0.3947% 0.356/% 0.1947% 0.079/% -
2.679/= 2.675/® 2.643/ 2.607/* 2.4947% 2.455/ 2.415/*
3 7.496f* 7.4947f 7.4677% 7.436/ 7.344% 7.313f« 7.282/
Modelli Taylor, N3, 930 DOF
1 042772 0.4247% 0.394/2 0.356/ 0.194/% 0.079/2 -
2.6797= 2.6757® 2.643/ 2.606/* 2.4947% 2.455/ 2.415/*
3 7.496/% 7.4937® 7.4667® 7.4357 7.343 7.312f= 7.245/

F=80000N F=100000N F=200000N F=3850000N F=500000N F=550000N F=600000N
Modelli Classici, EULE, 93 DOF

1 _ _ _— — — — —

2 2.435f7 2.281f= 1.825f7 1.075f 0.451f= 0.130/* -

3 7.276/% 7.1577% 6.8347% 6.3237% 5.7787% 5.5897% 5.3977%
Modelli Taylor, N1, 279 DOF

1 _ —_ — — — — —

2 2362/ 2.280f= 1.824f7 1.074f* 0.450f= 0.127f= -

3 71.214f% 7.150f= 6.827% 6.316/% 5.771f% 5.582/% 5.389/%
Modelli Taylor, N2, 558 DOF

1 _ — — — — — —

2 2.375f 2.293f% 1.8387% 1.087/ 0.4637= 0.159f= -

3 7.250f% 7.1877% 6.8647% 6.3537% 5.8087% 5.6207% 5.527F%
Modelli Taylor, N3, 930 DOF

1 — — —_ — — — —

2 2.446f* 2.293/% 1.8387% 1.087/ 0.4637= 0.159/= -

3 7.305% 7.1867% 6.8637% 6.3527% 5.8077% 5.6187% 5.5265%

Tabella 8.3. Frequenze [Hz] trave a sezione quadrata, carico di punta,
confronto EBBM-EDTN

fx: modo flessionale attorno a x; fz: modo flessionale attorno a z.

In Figura e riportato I'andamento di due modelli al crescere dell’intensita
del carico.
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Figura 8.6. Andamento frequenze al variare della forza

Mentre nella prossima Figura sono rappresentati in dettaglio i primi due
modi e come questi si azzerino per il corrispettivo carico critico.
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Figura 8.7. Andamento prima frequenza al variare della forza
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Modo a=0 a=10 a=40 a=60 a="75 a=85 a=90
Modelli Classici, EULE, 93 DOF

1 0.42572 0.401/% 0.3187¢ 0.2487¢ 0.177/% 0.106/* 0.037/%

2 2.667f*  2.646f* 2.583fr 2.541fr 2.508fr 2486/ 2.475f%

3 746777 74465 7.382f* 7.338f* 7.306/F 7.284f% 72737
Modelli Taylor, N1, 279 DOF

1 0.425/2 0.401/¢ 0.3187%¢ 0.2487¢ 0.177/* 0.106/* 0.037/*

2.66677 2.645/* 2.582fr 2.540fr 2.507/F 2485/ 2.474f%

3 7.46077  7.439f* 7.375fr  7.332fr 7.209fr 7o78fr 72677
Modelli Taylor, N2, 558 DOF

1 0.427/% 0.403/¢ 0.320/¢ 0.250/¢ 0.181/% 0.113/% 0.052/%

2.6797% 2.658/* 2596/ 2553/ 2.520/F 2498/ 2.487f*

3 749777 7476fT  7.412fr 7369/ 7.3377%  7.315f%  7.304/%
Modelli Taylor, N3, 930 DOF

1 0.427/%  0.403/* 0.320/¢ 0.250/¢ 0.181/% 0.112/% 0.052/%

2 2.679/* 2.658/* 2595/ 2553/t 2520/t 2498/ 2487/

3 7.49677 7.475f*  7.411f* 73687 7.335f% 7.314f% 7.303/%

Modo  a=100 a=200 a= 300 a=400 a=500 a=600 a=650
Modelli Classici, EULE, 93 DOF

2.453f* 92917/ 1.952/* 1.643/* 1.261/* 0.706/* —
3 7.25272  7.0287% 6.797f%  6.556/* 6.304/* 6.040f* 5.9007*
Modelli Taylor, N1, 279 DOF
1 _ _ _ _ _ _ _
2.451f* 2915/ 1.950/* 1.6417/* 1.259/* 0.703/* —
3 7.2457%  7.022/% 6.790/% 6.5487* 6.296/* 6.032/* 5.950/*
Modelli Taylor, N2, 558 DOF
1 _ _ _ _ _
2.4657*  2.230/* 1.996/* 1.659/* 1.281/* 0.739/* (.138f*
3 7.2827%  7.060/* 6.828/% 6.5887* 6.336/* 6.073/* 5.936/*
Modelli Taylor, N3, 930 DOF

1 — — — — — — —
2 2.46577  2.230/* 1.996/* 1.6587* 1.281/% 0.738/* (.088f*
3 7.2817%  7.059/% 6.828/% 6.586/* 6.335/* 6.072/* 5.932/

Tabella 8.4. Frequenze [Hz] trave a sezione quadrata, accelerazioni[m/s?],
confronto EBBM-EDTN

fx: modo flessionale attorno a x; fz: modo flessionale attorno a z.

Successivamente all’applicazione del carico in punta la struttura e stata assog-
gettata ad un campo di accelerazioni a compressione che come nel caso precen-
dete ha prodotto variazioni del modo e nel valore delle frequenze proprie fino al
raggiungimento di instabilita per alcuni valori, il tutto riassunto nella Tabella [8.4]
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Diagrammiamo gli andamenti delle frequenze appena calcolate al variare del-
I'intensita dell’accelerazione secondo i modelli Eulero-Bernoulli ed EDTNS3.

8
I modo EULE —
S 11 MO0 EULE. wreeeene
e 111 modo EULE ammmemn
7 e R I modo N3 = == s
RSP Il modo N3 w==memren
Setssmie, [l modo N3 =rereems
: DO W
5

Frequenze[Hz]
S

LLELT.
LLE

0 100 200 300 400 500
a [mf52]

Figura 8.8. Andamento frequenze al variare dell’accelerazione

Nel dettaglio vediamo come raggiunga lo zero la prima frequenza secondo i due
modelli.

045

"I modo EULE ——
I modo N3 = s e =

0.4

0.2

Frequenze[Hz]

0.15

Figura 8.9. Andamento prima frequenza al variare dell’accelerazione

110



8 — Vibrazioni sotto carichi inerziali

Infine, raggruppiamo i risultati ottenuti coi diversi modelli riguardanti la prima
frequenza. Come si puo notare dalla Figura e dalla Figura I'andamento
dei tre modelli al variare sia della forza in punta che del campo di accelerazioni
sono praticamente identici.
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Frequenze[Hz]

Figura 8.10. Andamento frequenze al variare della forza, confronto diversi modelli
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Figura 8.11. Andamento frequenze al variare dell’accelerazione, con-
fronto diversi modelli
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8.1.1 Accelerazioni flessionali

Una volta verificata ’evoluzione della struttura sottoposta a carichi di punta ed
ad accelerazioni a compressione, l'attenzione si e focalizzata sul comportamento

della stessa se indotta ad un campo di accelerazioni flessionali.

Il primo modello considerato ¢ il modello Lagrange. Nuovamente al crescere del-
I'intensita delle accelerazioni il valore delle frequenze tende a diminuire fino a
cancellarsi per valori di accelerazioni attorno ai 10g per quanto riguarda la prima

frequenza. Superato questo valore il primo modo cessa di esistere.

Modo a=0 a=10 a=50 a=100 a=105 a=110 a= 130
1 0.4277% 0.4267¢ 0.3817% 0.1427% 0.04077 — —
2 0.427/* 0.427/*  0.426/* 0.423/* 0.422/* 0.422/* 0.419/*
3 2.67972  2.677f* 2639/ 2517/% 25007 2.482f* 239977
4 2.679/*  2.679/r 2678/ 2675/ 2674/ 26747 2671/
5 7.4967% 7.495f%  7.454f% 732372 730572 7.286f* 7.20077
6 7.4967%  7.496/%  7.495/% 7493/ 7.493/* 7.493f* 7.491/®

Tabella 8.5. Prime 5 frequenze [Hz| trave a sezione quadrata, accelerazioni
[m/s?], Lagrange, 2325 DOF

fx: modo flessionale attorno a x; fz: modo flessionale attorno a z.
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Figura 8.12. Andamento frequenze al variare dell’accelerazione flessionale
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Modo a= 0

a=10

a=50

a=100

a=120

a=125

a=130

0.4257%
0.4257
2.667*
2.6677/®
7.4677%
7.4677®

O O i W N+~

0.4257%
0.4257@
2.6667%
2.666/*
7.460f%
7.4607®

O UL W N~

0.427f%
0.427f
2.6797%
2.679/%
7.497f2
7.497f%

SO W N~

0.427f%
0.427f
2.6797%
2.679/%
7.496/%
7.496/*

SO W N~

0.42772
0.427/*
2.6797%
2.679/®
7.4967%
7.4967®

SO = W N+~

Modelli Classici, EULE, 93 DOF

0.4257%
0.4257=
2.667*
2.6677/®
7.4667%
7.4677%

0.4257%
0.4257
2.6647%
2.6677®
7.4597%
7.4677%

0.4237%
0.4257
2.656/7
2.6677®
7.4377%
7.4677®

0.4237%
0.4257
2.651/%
2.6677*
7.424F%
7.4677%

Modelli Classici, FSDT, 155 DOF

0.4257%
0.4257
2.666/~
2.666/*
7.4605%
7.4607®

0.4257%
0.4257@
2.666/~
2.666/*
7.4607%
7.4607®

0.4257%
0.4257@
2.666/~
2.666/*
7.4601%
7.4607®

0.4257%
0.4257@
2.666/~
2.666/*
7.4607%
7.4607®

Modelli Classici, N2, 558 DOF

0.4267%
0.427f
2.6771%
2.679/%
7.495/%
7.497f%

0.3997=
0.427f
2.630/%
2.679/%
7.4437%
7.497f%

0.2857%
0.427/
2.476/%
2.679/%
7.275/%
7.497f7

0.1677=
0.427/
2.379/%
2.678/%
7.1747%
7.496/7

Modelli Taylor, N3, 930 DOF

0.426/%
0.427f
2.6777%
2.679/%
7.4947%
7.496/*

0.3997/=
0.427/
2.6307%
2.679/%
7.4427%
7.496/*

0.2857%
0.427/
2.4767%
2.6787%
7.2747%
7.495f7

0.1677=
0.427/
2.3797%
2.6787%
7.173/%
7.495/7

Modelli Classici, N4, 1395 DOF

0.4267=
0.427/*
2.6767%
2.679/®
7.4937%
7.4967®

0.3947%
0.427/
2.621f%
2.679/=
7.431F%
7.4967®

0.2457%
0.427/
2.436/%
2.6787%
7.232f%
7.4957%

0.427/
2.3177%
2.6787
7.110f=
7.4957%

0.4227%
0.4257
2.650/%
2.6677*
7.420f%
7.4677®

0.4257%
0.4257
2.666/~
2.666/*
7.4607%
7.4607®

0.1087=
0.427/
2.351/%
2.678/%
7.1457%
7.496/7

0.1087=
0.427/
2.351/%
2.6787
7.1447%
7.495/7

0.427/
2.283f%
2.6787
7.0757%
7.4957®

0.4227%
0.4257
2.649/%
2.6677*
7.417F%
7.467/*

0.4257%
0.4257
2.666/~
2.666/*
7.4607%
7.460/*

0.427f=
2.322/%
2.678/7
7.1157%
7.496/7

0.427F%
2.321f=
2.6787%
7.1147=
7.4957%

0.427/*
2.247f%
2.6787
7.0397%
7.4957®

Tabella 8.6. Frequenze [Hz] trave a sezione quadrata, accelerazioni [m/s?] lungo
z, confronto diversi modelli
fx: modo flessionale attorno a x; fz: modo flessionale attorno a z.
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Conseguentemente sono stati utilizzati i modelli di tipo Taylor i cui risultati
sono stati riassunti nella precedente Tabella [8.6] Riportiamo di seguito I'anda-
mento del I e IIT modo per alcuni modelli:

) R L 1T Vel EE )

E | modo EULE =——
H Il modo EULE  =meme==
5 b | modo N2 === |
g M modo N2 = s
g I modo N4 =s=w=im=e
= 1l modo N4 =seeeees
1
0.5
RS
— -
0 :
0 20 40 60 80 100 120

a {mf’sz]

Figura 8.13. Andamento frequenze al variare dell’accelerazione flessionale

Concludiamo, infine, raggruppando i risultati ottenuti per i modelli Taylor e La-
grange.

Riportiamo, infine, 'andamento delle tensioni o, generate da un carico di pun-
ta pari ad 1Pa sulla lunghezza della trave considerata in questo capitolo. Tale
andamento ci permette di comprendere la differenza delle tensioni che vengono
considerate del buckling classico (tensione uniforme data dal modello di Eulero) o
nel buckling generalizzato.
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3
2:5
2
¥ | modo CW =——
2 Il modo CW =——
H | modo EULE =»s==-=-
5 i Il modo EULE - -
: V | modo N2
g Il modo N2 ===
= I modo N4 == === =
Il modo N4 = s e e
1
0.5
o
0 . !
0 20 40 60 80 100 120
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Figura 8.14. Andamento frequenze al variare dell’accelerazione flessionale,
confronto tra diversi modelli
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y=20m

y=10m

y=5m

Figura 8.15. Andamento tensioni normali al variare della lunghezza della trave

117



8 — Vibrazioni sotto carichi inerziali

8.2 Tronco alare

In questa sezione tratteremo la risposta in frequenza di una struttura di tipo
aeronautico, nello specifico un tronco alare, sotto I’azione di carichi inerziali, per la
precisione accelerazioni flessionali lungo ’asse z. Il tronco alare sara presentato in
tre diverse configurazioni: centinato, senza centine e con un’apertura. Il materiale
cui e composta la struttura presenta le seguenti proprieta: modulo di Young, F
pari a 75 Gpa; coefficiente di Poisson v = 0.25 e densita p = 2700 Kg/m?.

8.2.1 Centinato

La geometria del cassone ¢ riportata di seguito:

Figura 8.16. Geometria tronco alare con centine

mentre in Tabella [8.7] sono riportate le dimensioni:

Area correnti Spessore anime Spessore pannelli [ b hy hs
[m?] [m] [m] m] [m] [m] [m]
8 x 107* 1.6 x 1073 8 x 10~* 05 1 0.16 0.08

Tabella 8.7. Dimensioni del tronco alare.
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L’analisi ha visto I'applicazione di un’accelerazione flessionale nel verso nega-
tivo delle z con intensita via via crescente. La risposta in frequenza dei modelli

TE e dei modelli LE e riportata nella successiva Tabella [8.8]

Modo a=0 a=10 a=20 a=25 a=30 a=35 a=40
Modelli Classici, EULE, 111 DOF
1 66.2647% 66.2647% 66.264/* 66.264/* 66.2647* 66.2647* 66.2647/%
2 407.1627*  407.1627*  407.1627*  407.1627¢  407.162fF  407.162f*  407.163 %
3 467.222F7  467.2227%  467.2227%  467.222f%  467.222f%  467.222f%*  467.222f%
4 857.660% 857.660% 857.660% 857.660% 857.660“ 857.660“ 857.660“
5 1104.889/%  1104.889f% 1104.889* 1104.889f* 1104.889f* 1104.889/* 1104.889/*
Modelli Taylor, N1, 333 DOF
1 65.813f% 65.813f* 65.81377 65.8137* 65.813f* 65.813f* 65.813f*
2 371.0697%  371.0697¢  371.069/¢  371.069/¢  371.0697¢  371.0697¢  371.0697%
3 389.587/%  389.587/%  389.587/%  389.587/*  389.587/*  389.587/*  389.587/
4 550.22797  550.227°?  550.227°?  550.2279%?  550.227°?  550.22797  550.2279
5 550.234¢ 550.234¢ 550.234¢ 550.234¢ 550.234¢ 550.234¢ 550.234%
Modelli Taylor, N2, 666 DOF
1 65.8787% 65.8787% 65.8787* 65.8787* 65.8787* 65.8787* 65.8787*
2 166.329¢ 166.329¢ 166.329¢ 166.329¢ 166.329¢ 166.329* 166.329*
3 363.999/7  363.999/7  363.999/7  363.999/7  363.999/7  363.999/7  363.999/*
4 372.804/%  372.804/¢  372.804/¢  372.804/¢  372.8047¢  372.8047¢  372.8047%
5 596.158" 596.158" 596.158" 596.158" 596.158" 596.158" 596.158"
Modelli Taylor, N3, 1110 DOF
1 64.0407 64.0407 64.0407* 64.0407* 64.0407* 64.0407* 64.0407
2 150.734¢ 150.734¢ 150.734¢ 150.734¢ 150.734¢ 150.734% 150.734%
3 289.222f% 289222/  289.222f¢  289.222f¢  289.2227%  9289.222f#  289.222f*
4 322.428/* 3224287  322.428f*  322.4287*  322.428fr  322.4928fr  322.498f%
5 496.021 496.021 496.021 496.021 496.021¢ 496.021¢ 496.021¢
Modelli Lagrange, 65688 DOF
1 17.959° 14.870° 8.654° - — — -
2 18.587° 16.978° 15.064° 13.973° 12.770° 11.419° 9.855°
3 19.008° 18.363° 18.270° 18.2225 18.169° 18.1128 18.051%
4 19.126° 19.047° 19.097° 19.130% 19.166° 19.205° 19.2445
5 19.167° 20.380° 21.773° 22.434° 23.072° 23.676° 22.054°
Tabella  8.8. Frequenze [Hz] tronco alare con  centine,

accelerazioni[m /s?], confronto TE-LE
fx: modo flessionale attorno a x; fz: modo flessionale attorno a z; t:modo torsionale; s: modo
shell-like; a: modo assiale; ap: modo di apertura.

Risulta evidente la differenza che sussiste tra i due modelli. II modello Taylor,
infatti, non essendo in grado di cogliere i modi locali della struttura, non risente
dell’influenza dei fattori di carico sulle prime frequenze, cosa che avviene invece
per il modello Lagrange, tanto da causare 'insorgere di instabilita nel primo modo
per le accelerazioni considerate.
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Si rammenta che per valori nulli del carico le frequenze sono proprio le fre-
quenze naturali del sistema, le quali sono state calcolate anche col solutore MSC

NASTRAN®:

Modo 1 Modo 2 Modo 3 Modo 4 Modo 5 DOF
Frequenze  9.976  10.000  10.002  10.002  13.987 100026

Tabella 8.9. Frequenze naturali [Hz] tronco con centine, Nastran.

Occorre fare una precisazione che varra anche per il caso del tronco con apertura,
ovvero i risultati di NASTRAN® e del modello LE non sono accurati quanto ci si
aspettava, visti anche i risultati delle precedenti analisi modali. Questa differenza
e dovuta al fatto che non e stato utilizzato un numero sufficiente di elementi beam
lungo I'apertura. Siamo sicuri che come visto in precedenza i risultati convergano
col modello solido in seguito ad una piu accurata analisi.

E interessante notare 'andamento delle prime cinque frequenze del modello LE
(come abbiamo potuto notare le frequenze calcolate coi modelli TE in questo caso
non subiscono variazioni, sarebbe quindi di scarso interesse valutare graficamente
il loro andamento) al variare del fattore di carico.

25 T
Modo | CW =

[0S PP e Modo || CW smemmss
Modo [Il CW =smimim
Modo IVCW = s eem ©
Moda VV CW  eees asee =

Frequenze[Hz]

0 5 10 15 20 25 30 35 40
a [m/s?]

Figura 8.17. Evoluzione prime 5 frequenze, LE
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Come si puo constatare le frequenze non hanno tutte lo stesso trend. Solo
le prime due tendono ad annullarsi per alcuni opportuni valori di accelerazione,
mentre le altre seguono andamenti differenti. Questo accade in quanto per la
geometria della struttura in oggetto e per i carichi applicati alcuni pannelli vanno
in compressione mentre altri vanno in tensione, questo provoca un irrigidimento
o un rilassamento del pannello che si rispecchia poi in un aumento o diminuzione
delle frequenze.

Riportiamo di seguito in Figura [8.18 un confronto tra i modi di vibrare dei diversi
modelli analizzati nel caso di struttura non caricata.
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(a) Modo I N3 (b) Modo I LE (¢) Modo T Nastran

4

(d) Modo II N3 (e) Modo IT LE (f) Modo II Nastran
(g) Modo III N3 (h) Modo IIT LE (i) Modo III Nastran
(j) Modo IV N3 (k) Modo IV LE (1) Modo IV Nastran
Q

(m) Modo V N3 (n) Modo V LE (o) Modo V Nastran

Figura 8.18. Confronto primi tre modi
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8.2.2 Senza centine

Proseguiamo I’analisi del tronco alare considerando in questo caso la rimozione
delle centine. La struttura e soggetta ad accelerazioni flessionali proprio come nel
caso precedente. Vediamo in Tabella [8.10[i risultati ottenuti:

Modo a=0 a=5 a=10 a=15 a=20 a=30 a=40
Modelli Classici, EULE, 165 DOF

1 80.398/% 80.3987® 80.398f® 80.398f* 80.398f* 80.398f= 80.398f=
2 488.9657%  488.9657%  488.9657%  488.9657%  488.9657% = 488.965/%  488.965f%
3 492.4987*  492.4987*  492.4987*  492.4987F  492.498fF  492.498fr  492.498 %
4 878.410¢ 878.410%  878.410%  878.410%  878.410% 878.410% 878.410%
5 1332.06077  1332.06077 1332.06077 1332.0607* 1332.0607* 1332.0607* 1332.060/*
Modelli Taylor, N1, 279 DOF
1 67.922/¢  67.9220/*  67.922/* 67.922f= 67.922f= 67.922/= 67.922/=
2 380.9417%  380.9487%  380.9487%  380.9487¢  380.9487¢  380.9487  380.9487%
3 403.0847%  403.08477  403.08477  403.0847F  403.0847F  403.084/*  403.084/®
4 555.555%°  555.554% 555.553" 555.553 555.552t 555.550" 555.549t
5 555.555!  555.556%  555.556%  555.556%  555.555%°  555.555%°  555.555%
Modelli Taylor, N2, 558 DOF
1 67.909/% 67.909/* 67.909/= 67.909/® 67.909/® 67.909/® 67.909/®
2 168.123¢ 168.123¢ 168.123¢ 168.123¢ 168.123¢ 168.123¢ 168.123¢
3 373.832f*  373.832f*  373.832f*  373.832/*  373.832f¢  373.832f¢  373.832f*
4 382.596/%  382.596/%  382.596/% = 382.596/% = 382.5967%  382.5967¢  382.596/%
5 605.920° 605.920° 605.920 605.920 605.920 605.920 605.920
Modelli Taylor, N3, 930 DOF
1 65.970/* 65.970/* 65.970/* 65.970f* 65.970f® 65.970f® 65.970/®
2 151.745¢ 151.745¢ 151.745¢ 151.745¢ 151.745¢ 151.745¢ 151.745¢
3 296.677/¢  296.6777¢  296.6777¢  296.6777F  296.6777¢  296.6777%  296.6777%
4 330.323/*  330.323/*  330.323/*  330.323/*  330.323f¢  330.323f¢  330.323/*
5 497.431 497.431* 497.431* 497.431* 497.431* 497.4311 497.431
Modelli Lagrange, 5952 DOF
1 2.533% 2.4235 0.626° - - — -
2 2.5345 3.5825 2.4455 2.9745 1.791¢ 0.850° -
3 4.346° 4.836° 4.979° 5.480° 5.433% 5.9945 1.490°
4 4.346° 6.616° 5.202° 7.6745 5.700° 6.956° 6.158°
5 7.833% 8.7945 9.595° 10.280° 10.896° 11.949° 10.146°

Tabella  8.10. Frequenze [Hz] tronco alare senza  centine,
accelerazioni[m /s?], confronto TE-LE
fx: modo flessionale attorno a x; fz: modo flessionale attorno a z; t:modo torsionale; s: modo
shell-like; a: modo assiale; ap: modo di apertura.

Si nota subito come ’assenza delle centine gravi in maniera significativa sulla rigi-
dezza della struttura. Le prime frequenze del modello Lagrange sono nettamente
inferiori rispetto al caso precedente, non solo, ¢ possibile notare anche, a differenza
del caso con le centine, come pure il secondo modo vada in instabilita per valori
di accelerazioni non troppo elevate.
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In questo caso e inoltre piu evidente il trend opposto, spesso fluttuante, che le
prime 5 frequenze hanno al variare del fattore di carico come mostrato nella suc-
cessiva Figura [8.19

12 _ .
Modo | CW s
Modo I CW =======
Modo [l CW =smemim
e Modo IV CW == = == =
10 Modo V CW seee see w1
8 |
-
8
% ¥ L .
2 | e L T BET e et .,
=3 G e . 0 oy ke - N,
1 I S Mt %
s b i - \.\'
ly v \,“
4 "
-__‘.- ~~~~ s s
--‘ \.‘_ o .
-——._"-’ "‘-.. -------- s,\‘
2 ™. .
0 \\ _________
0 5 10 15 20 25 30 35 40

a [m's?]
Figura 8.19. Evoluzione prime 5 frequenze, LE

Prima di plottare 'andamento dei primi cinque modi di vibrare secondo i vari
modelli riportiamo di seguito in Tabella le frequenze naturali calcolate con
NASTRAN®:

Modo 1 Modo 2 Modo 3 Modo 4 Modo 5 DOF
Frequenze  2.325 2.325 4.212 4.212 7.738 89400

Tabella 8.11. Frequenze naturali [Hz] tronco senza centine, Nastran.

A riprova di quanto precedentemente detto, in questo caso, in cui non e stato
necessario discretizzare la struttura con un numero sufficientemente elevato di
elementi beam4 lungo I'apertura, il modello LE e il modello solido di riferimento
non presentano differenze significative sia nei valori delle frequenze sia nei modi di
vibrare.

124



8 — Vibrazioni sotto carichi inerziali

(a) Modo I N3 (b) Modo I LE (¢) Modo I Nastran

-

(d) Modo IT N3 (e) Modo IT LE (f) Modo II Nastran

(g) Modo III N3 (h) Modo IIT LE (i) Modo III Nastran

(j) Modo IV N3 (k) Modo IV LE (1) Modo IV Nastran

(m) Modo V N3 (n) Modo V LE (0) Modo V Nastran

Figura 8.20. Confronto primi tre modi
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8.2.3 Apertura

Giungiamo, infine, all’ultimo caso considerato, ovvero quello in cui alla struttura
viene tolto un pannello generando un’apertura come presentato in Figura [8.21]

—
—_—
—_—
—

Apertura —

Figura 8.21. Geometria tronco alare con apertura

Le dimensioni e il materiale sono gli stessi del Paragrafo [8.2.1 unica differenza
¢ che il pannello inferiore del cassone centrale € stato rimosso. Anche in questo
caso il tronco e stato soggetto ad un’accelerazione flessionale nel verso negativo
delle z. Come sempre viene riportato in Tabella in confronto tra i modelli
Taylor, compreso il modello classico della trave di Eulero-Bernoulli, ed il modello
Lagrange.
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Modo a=0 a=10 a=20 a=30 a=40 a=50 a=060
Modelli Classici, EULE, 111 DOF
1 65.82154/%  65.82154/%  65.82154/%  65.82154/%  65.82154/%  65.82154/%  65.82087/%
2 402.4915/*  402.4915/*  402.4915/*  402.49157%  402.4915/F  402.4915/%  402.4909 %
3 469.44937%  469.44937%  469.44937%  469.4493/%  469.44937%  469.44937%  469.44927%
4 852.2813%  852.2813%  852.2813%  852.2813%  852.2813%  852.2813%  852.2813%
5 1098.6037*  1098.6037*  1098.6037* 1098.6037* 1098.603/* 1098.603/* 1098.602f*
Modelli Taylor, N1, 333 DOF
1 65.3663/*  65.3663/*  65.3663/7  65.3663/7  65.3663/F  65.3663/F  65.3663/*
2 370.905/%  370.905/¢  370.905/¢  370.905/¢  370.9057¢  370.9057¢  370.9057%
3 385.522/7  385.522/%  385.522/*  385.524/%  385.525/%  385.526/*  385.526/%
4 547.628%P  547.628%P  547.628%P  547.623%  547.621%?  547.619%°  547.617%
5 549.756" 549.756 549.756 549.756 549.756 549.756 549.756
Modelli Taylor, N2, 666 DOF
1 65.08077*  65.080677  65.080677  65.0806/7  65.0806/7  65.08057F  65.0805fx
2 161.232¢ 161.232¢ 161.232¢ 161.231¢ 161.231¢ 161.230¢ 161.230*
3 353.206/  353.205/*  353.205/%*  353.205/*  353.204/*  353.204/*  353.203/*
4 371.887/%  371.887/¢  371.887/¢  371.887/¢  371.887/¢  371.887/¢  371.8877%
5 593.612 593.611 593.611 593.610 593.609¢ 593.609¢ 593.608"
Modelli Taylor, N3, 1110 DOF
1 62.72857  62.72857*  62.7285fr  62.7285fr  62.7284f*  62.7284f%  62.7284f*
2 142.188¢ 142.188¢ 142.187¢ 142.186¢ 142.186¢ 142.185! 142.185!
3 262.3547%  262.3547%  262.353/%  262.3537%  262.3537%  262.3537¢  262.3537%
4 313.666/*  313.665/*  313.665/*  313.664/*  313.664/*  313.663/*  313.663/*
5 492.136¢ 492.135¢ 492.135¢ 492.134¢ 492.133¢ 492.132¢ 492.1311
Modelli Lagrange, 8034 DOF
1 18.186° 17.321° 15.346° 12.991% 9.9851° 5.2749° -
2 18.660° 18.496° 18.687% 18.855° 19.007° 19.1475 19.277%
3 18.997% 19.197% 19.401% 19.608° 19.818° 20.030° 20.240°
4 19.1545 20.381° 21.814° 23.149° 24.398° 25.574° 26.684°
5 19.266° 29,4528 25.298° 27.820° 30.102% 32.195° 33.949%

Tabella

8.12. Frequenze [Hz| tronco alare
accelerazioni[m /s?], confronto TE-LE

fx: modo flessionale attorno a x; fz: modo flessionale attorno a z; t:modo torsionale; s: modo

shell-like; a: modo assiale; ap: modo di apertura.

con apertura,

Come evidenziato nei due casi precedenti di questo paragrafo i modelli Taylor
fanno fatica sia a seguire ’evolvere delle frequenze sotto carichi inerziali, sia a
valutare correttamente le stesse con la struttura scarica.
Riportiamo quindi le frequenze dei primi 5 modi di vibrare calcolate col modello

Lagrange.
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35

T
Modo | CW = .-
Modo Il CW ======-
.. Modo Il CW ===
a0 et Modo IV CW s seuew |
Modo V CW swes wese =

25

20

Frequenze[Hz]

5 \
0

0 10 20 30 40 50 60
a [m/s’]

Figura 8.22. Evoluzione prime 5 frequenze, LE

La Figura[8.22] precedente mostra in maniera molto chiara come alcuni pannelli,
irrigiditi dalla trazione, provochino un aumento delle frequenze mentre altri, in
seguito alla compressione, vadano in instabilita.

Prima di plottare, infine, il confronto dei modi di vibrare in Figura[8.23] riportiamo
in Tabella le prime cinque frequenze calcolate con NASTRAN®O:

Modo 1 Modo 2 Modo 3 Modo 4 Modo 5 DOF
Frequenze  9.976  10.000  10.002  10.002  13.987 89621

Tabella 8.13. Frequenze naturali [Hz] tronco con apertura, Nastran.
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(a) Modo I N3 (b) Modo I LE (¢) Modo I Nastran

(d) Modo IT N3 (e) Modo IT LE (f) Modo II Nastran

(g) Modo IIT N3 (h) Modo IIT LE (i) Modo IIT Nastran

(j) Modo IV N3 (k) Modo IV LE (1) Modo IV Nastran

(m) Modo V N3 (n) Modo V LE (0) Modo V Nastran

Figura 8.23. Confronto prime tre modi



Capitolo 9

Conclusioni

L’eleborato di questa tesi si inserisce all’interno del lavoro svolto dal Professor
Carrera e dai suoi collaboratori in questi ultimi anni riguardante i modelli CUF. I
risultati raccolti in questi anni ed inseriti in letteratura hanno dimostrato la validi-
ta e I'affidabilita di questi modelli nell’ambito del calcolo di strutturale. L’esigenza
di una analisi rapida ed efficace, che al contempo sia in grado di ridurre i costi com-
putazionali mantendendo il giusto livello di accuratezza ¢ stata ben interpretata
dai modelli CUF per quanto visto in questo lavoro in cui e stata effettuata un’in-
dagine sull’utilizzo dei modelli Taylor e component wise nell’ambito delle strutture
aerospaziali, settore nel quale strutture tipo trave e a guscio rinforzato la fanno da
padrone.

Lo studio svolto in questo elaborato e stato volto all’approfondimento di tali me-
todi. Abbiamo visto come I’analisi statica abbia prodotto risultati piu che sod-
disfacenti. Sia i modelli TE che i modelli LE hanno mostrato la loro efficacia
nell’approssimare i risultati ottenuti con modelli 3D attraverso 1'utilizzo di codici
commerciali con I'ulteriore e significativo vantaggio di farlo con un costo computa-
zionale molto piu basso. Sempre in questa analisi si sono evidenziati pregi e difetti
dei due modelli. Se da una parte la possibilita di innalzare I'ordine dei modelli TE
fa si che questi non siano soggetti alle limitazioni imposte dalle ipotesi fondamen-
tali delle teorie classiche prevedendo correttamente fenomeni flessionali, ma anche
torsionali per ordini di espansione sufficientemente elevati, di contro questi pre-
sentano alcune limitazioni nell’approssimare alcune particolari geometrie come si e
potuto vedere. Per quanto riguarda i modelli component wise abbiamo apprezzato
la capacita di questi ultimi di avvicinarsi al modello 3D restituendo risultati pra-
ticamente identici e non risentendo minimamente della complessita della struttura
da analizzare. Questo porta a concludere come i modelli LE siano per certi versi
piu adeguati dei modelli TE in quanto non risentono di alcuna limitazione e sono
applicabili ad ogni possibile gamma di strutture.

130



9 — Conclusioni

Una ulteriore riprova della forza di questi metodi di calcolo strutturale si e avuta
nel capitolo riguardante 1’analisi modale. I modi di vibrare e le relative frequenze
del codice NASTRAN® sono state praticamente duplicate dai modelli LE e dagli
alti ordini polinomiali del modello TE, sia nel caso delle frequenze naturali sia nel
caso dell’aggiunta delle masse non strutturali. Anche in questo caso i modelli LE
si sono mostrati un po’ piu efficaci dei secondi in quanto in grado di prevedere cor-
rettamente modi locali tipici delle strutture a parete sottile, come e stato inoltre
dimostrato dall’analisi MAC svolta in confronto al codice commerciale. L’analisi
modale, ad esempio, del cassone rettangolare mostra come i modelli TE fanno
talvolta fatica a seguire i risultati offerti da NASTRAN®, mentre i modelli LE ne
restituiscono un ottima corrispondenza. Questi ultimi oltre ai modi locali preve-
dono correttamente tutti i modi principali che interessano la struttura e non solo
i modi tipicamente attribuiti a strutture trave.

La riprova dell’efficacia del modello Lagrange si ¢ avuta, infine, nell’ultimo capi-
tolo in cui e stata effettuata un’indagine molto interessate volta al calcolo delle
frequenze di una struttura sottoposta a fattori di carico. A differenza di una clas-
sica analisi di buckling si ¢ potuto apprezzare come attraverso questi codici sia
possibile valutare il comportamento di tale struttura in diverse condizioni opera-
tive e di come sia importante indagare tale campo in quanto, seppur conservativo
rispetto al caso classico, ¢ ugualmente in grado di generare instabilita.
Concludendo possiamo certamente affermare, vista la validita dei risutati ottenu-
ti e le nuove prospettive che abbiamo preso in considerazione, che 1'utilizzo dei
modelli CUF in questo campo dell’ingegneria potrebbe dimostrasi molto efficace.
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Appendice A

Matrice di Rigidezza

Le nove componenti del nucleo fondamentale della matrice di rigidezza sono definite
di seguito:
Kiir* = Con [ Fo P dQ [ NiNsdy + Cos [ FoFud® [ N, N dy+
l
Cu | Fo F, dQ | NiNjdy + Cag | Fr F,d© / NN, dy+
Q 1 Q !

026/ FTF57wdQ/Ni7ydey
Q l ‘

Kﬂicj;s — éﬁﬁ/ FTFs“dQ/Ni,ydey + 645/ FTmFsyde/Nidey—l—
Q )/ l
023/ FT,IFSdQ/NZ‘Ndey+036 FTFSdQ/NZ7yNJ7ydy+
l ( Q l

Cos [ FrF, dQ) / NN, dy
Q l

Kims — G / F,_F.dQ / NN, dy + Chy / F,_F,.dQ / NN, dy+
Q l l

616/ FTFS,de/Ni dey+é'44 F7—72F5wdQ/NZ‘dey
Q l Q l

Y

Ké];s = 066 / FT,stdQ/NiNj’ydy+ 045/ Fr,st,de/Nidey+
l l
Cos | FrFod® [ Ny Nydy+ Css | FrF.dQ [ Ny, Ny, dy+
Q l Q l

Cog / F,F, dQ) / N, N;dy
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