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VIBRAZIONI E CARICHI CRITICI DI GUSCI ANISOTROPI
DEFORMABILI A TAGLIO

Erasmo CARRERA *

DIAS Politecnico di Torino - TORINO

Sommario

Tenendo conto della deformabilitd a taglio trasversale, il lavoro tratta di caralieristiche di
stabilitd (earichi critici assiali e taglianti nel piano e frequenze proprie) di gusci multistrato in ma-
teriale composito, anisolropi ed a doppia curvatura. Le equazioni del moto libero e quelle di stabilitd,
sutluppate in un precedente lavore, sono risolte attraverso il metodo di Galerkin Generalizzato, uli-
lizzando funzioni trigonometricke. Sono riportati risultati numerici di confronto con la letterarura
ed in dipendenza dal tipo di carico, dalla laminazione e dalle funzioni di forma, ¢ analizzata la con-
vergenza del metodo e Uinfluenza dei termini di contorno. Considerazioni sono svolte circa Pulilitd
numerica del tenere o meno in conto dei termini di contorno. Seno inoltre presentati diagrammi atti
ad evidenziare l'effetio della deformabilitd a taglio al variare dello spessore del guscio e dell’angolo di
orientamento delle fibre. L'effetio delle condizioni al contorne € valutato sia sulle frequenze che sui
carichi taglianti. Sulle stesse caratteristiche di stebilitd, confrontando il pannello sferico con quello
€ mostrato 1l benevolo effetto della doppia curvatura per varie configurazioni geomelriche.

Abstract

Taking into account the transverse shear deformation, the paper deals with buckling and vi-
bration analysis af multilayered, composites, anisotropic, doubly curved shells. The free vibrations
and in-plane buckling equations, developed in a previous work, are here solved by means of Galer-
kin procedure and using e set of trigonometric functions. Numerical results are quoted to compare
present analysis with available results in literature. Dipending on analysis (azial and shear in-plane
buckling and free vibrations), shape functions and lamination, the convergence of proposed approzi-
mate procedure has been eséimatled. The effects of boundary terms is compuled even in relalions lo
numerical procedures of solution. Figures are plotted to show the influence of thickness parameter and
fiber orientation on the shear deformation of the shell. At end a comparison between cylindrical and
spherical panels is carried out for several geometrical parameters.

cilindrico,

1 Introduzione

Le diffusione dei materiali compositi sia nelle costruzioni aerospa-
ziali che in quello navale-avanzato é sempre maggiore. Tipicamente
componenti strutturali in composito si presentano nella forma geo-
metrica di parete sottile. Difatti gran parte delle realizzazioni risul-
tano strutturalmente costituite dall’assemblaggio di pannelli piani
ed a semplice o doppia curvatura. L’analisi delle caratteristiche di
stabilita di tali elementi quali il calcolo dei carichi critici nel piano
e delle frequenze naturali risulta essere un interesse primario per il
progettista. Rispetto ai tradizionali materiali metallici, i materiali
compositi oltre a denotare una fortissima deformabilitd a taglio, pre-
sentano i ben noti fenomeni di accoppiamento strutturale fra sforzi
membranali e sforzi flessionali e fra sforzi flessionali e sforzi torsio-
nali. Questi fattori comportano notevoli complicazioni nelle risolu-
zioni numeriche: la forte deformabilitad a taglio rende i modelli alla
Kirchhoft-Love (CLT-Classical Lamination Theory-) fortemente non
conservativi e di conseguenza necessario lo sviluppo di modelli alla
Mindlin (SDT-Shear Deformation Theory, vedasi [1]| per le piastre e
[2] per i gusci) e dunque un aumento dei gradi di liberta del modello
strutturale; la presenza di accoppiamenti intruducendo nuovi termini
nelle equazioni differenziali ne complica la risoluzione.

Esistono in letteratura molti lavori sulle piastre anisotrope relativa-
mente ai carichi critici (3] ed alle vibrazioni [4),[5]. Per il buckling
di pannelli cilindrici anisotropi vedasi [6] e relaliva bibliografia. Vi-
brazioni di gusci sferici anisotropi sono trattati in [7]. La letteratura
é invece piuttosto carente riguardo a risultati di confronto fra fre-
quenze naturali e carichi critici (taglianti ed assiali) ed in particolare
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riguardo al confronto fra la semplice e la doppia curvatura.

1l presente lavoro presenta soluzioni delle equazioni del moto libero
e della e della stabilits per carichi nel piano, di gusci multistrato
in materiale composito a geometria cilindrica e sferica, facendo uso
delle approssimazioni di Donnell (universalmente adottate per }’ana.-
lisi di shallow shells). E’ applicata una metodologia approssimata
basata sul metodo di Galerkin Generalizzato [6], scritto attraverso
il principio del lavori virtuali ed utilizzando funzioni. base trigono-
metriche . La procedura é confrontata con quella, in questo.c‘aso
equivalente, di Rayleigh-Ritz e sono riportati risultati numerici di
confronto con la metodologia di Galerkin propriamente detta, nella
quale sono trascurati i termini di contorno. 3

Dopo ever elfettuato alcuni confronti con risultati in leileralu'ra:. sono
presentate alcune analisi di convergenza per 16. diverse condm?m di
carico ed & valutato il contributo dei termini di contorno per diverse
laminazioni e gruppo di funzioni di forma. Seno mo.lt.n‘: riportati dia-
grammi atti ad evidenziare 'effetto della deformabilita a r.z.;glio sulle
frequenze ed i carichi critici al a variare del parametro di spessore
a/h e dell’angolo di orientamento delle fibre ©. Il,’leffefto :Elelle condi-
zioni al contorno é presentato per un pannello mhndncc') in funzione
del parametro di curvatura E/h. IL confronto fra dopplla. e semplice
curvatura é sviluppato in dipendenza del parametro di curvatura e
dell'allungamento del pannello a/b. L

Un limite della presente analisi é nel {atto‘che essa é un _afl?hsi Ii-
neare. Questo conduce a valutazioni ?umenchc l.uflcccttal?lh. In pre-
senza di accoppiamenti strutturali, sia geometrici c.he ch rigidezza
[8),(9]: le equazioni di stabilitd dipendono dal livello di carico essendo
in generale le deformazioni di prebuckling non trascurabili [6],[11] e
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(12]. Per tali ragioni le analisi qui riportale, essendo lineari, saranno
limitate a laminazioni e geometrie con effetti non lineari trascurabili.

2 Ipotesi preliminari e notazioni

Nel presente paragrafo si riportano notazioni e relazioni, presentate
in maggior dettaglio in [12] e [13]. A tali lavori si rimanda per quanto
non espressamente qui riportato.

o Geometria

In figura 1 sono riportate le caratteristiche geometriche salienti e le
notazioni del guscio in esame. @ and # sono le coordinate curvilinee
ortogonali (coincidenti con le linee di curvatura principale) sulla su-
perficie di riferimento Q (superficie media del guscio). ¢ denota la
coordinata rettilinea ortogonale misurata lungo la normale 7@ a 0.

Rq e Ry sono i raggi di curvatura nelle direzjoni o« and A, rispetti-

Pannello Pannello
cilindrco sferico

4
Chag
257

/-:_2
2
strato k

Fig. 1 Notazioni geometriche del guscio.

vamente. a e b sono le lunghezze del guscio lungo le stesse. Qui si
considerano solo gusci cilindrici e sferici per cui la curvatura risulta
essere indipendente dal punto. C denota l'intersezione fra ’orlo di
contorno {2..e la superficie di riferimento 1. C, denota quella parte
di €' su cui sono prescritte condizioni al contorno di tipo naturale.
(', denota quella parte di C su cui sono prescritte condizioni al con-
torno di tipo meccanico. § ¢é il versore tangente a C, [ e m sono i
coseni direttori di §'lungo le direzioni ~a e —g, rispettivamente. ©
rappresenta l'angolo di orientamento della fibra del generico strato,
rispetto alla direzione —a.

¢ Legge di Hooke per lamine ortotrope

Si considerano gusci di spessore costante h, costituiti da un numero
finito di strati ns sottili, di spessore uniforme, perfettamente incollati
uno all'altro e ciascuno a comportamento ortropo. Gli assi princi-
pali di elasticitd di ogni strato sono orientati di un angolo O rispetto
alle direzioni principali del guscio. Le proprietd e lo spessore di ogni
lamina potranno essere fra loro diversi. Trascurando la tensione nor-

male ¢, le relazioni costitutive per ogni strato sono quelle indicate

in [13].
e Modello di spostamento
Trascurando la tensione normale, il modello di spostamento lineare

che tenga in conto della deformabilitd a taglio trasverale (SDT) e che
permetta di ottenere come caso particolare il modello di Kirchhoff,

¢ il seguente:
u(e, B, (1) = u’(a,B;1) + (O, (1)
v(e, B,¢it) = v, 1) + (€O
w(e, B, (i) = w(a,f1)

dove

u L)
Qn = c72, — w, - " Op = bcyge — w’ — R

¢ indica il tempo; v, v e w sono le componenti di spostamento del
generico punto del guscio lunge &, e ¢ respettivamente; 1, 0%, 19
sono le componenti di spostamento del punto sulla superficie di rife.
rimento del guscio §2 lungo a,4 and (, rispettivamente; ';r:( and 13(
indicano le rotaziono a taglio rispettivamente nei plania—(eg -¢
plane; la notazione ,, e 5 indicano rispettivamente la derivazione ad
a and f. Per §¢ = 0 si ha il modello di spostamento relativo alla
CLT.

o Relazioni deformazicni-spostamenti

Essendo interessati ad un problema di stabilita s utilizzeranno le re-
lazioni non-lineari fra spostamenti e deformazioni zlla von Kdrmdn
epresse in coordinate curvilinee e riportate in [12], nella forma cor-
rispondente alle approssimazioni di Donnell,

3 Energia totale, sua variazione virtuale ed equa-.
zione del moto e di stabilita

Uno scopo del presente lavoro é nello sviluppare un confronto fra i

metodi di Rayleigh-Ritz, quello di Galerkin Generalizzato e quello

di Galerkin propriamente detio (in cui si trascurano i termini dj

contorno). Risulta utile il calcolo dell'energia totale e della variazione

virtuale del lavoro totale del guscio (nelle nostre ipotesi il lavoro
totale coincide con l'energia totale e sono assenti forze esterne).

o energia lotale

L’energia totale del guscio vale la somma dell’energia elastica e del-
I’energia cinetica.

1 ns
i %2 | =2 w2y i
+2 ) fv',u,(u + 5% 4 w),dV, (2)

=1

in cui @ ¢ Venergia elastica e vale:
¢ = E fv [a'ncfua + Tpptap + Tapffa + Ta(€al + O";ct"g(],dv, (3)
=177

e variazione virtuale del lavoro totale

Considerato un sistema di spostamenti virtuali, la (2) scritta come
variazione virtuale del lavoro totale diventa:

L=83+3 ./1 p(i6u + 560 + wbw),dV, (4)
=1 ’

Le condizioni di stazionaritd possono scriversi, nel caso con-
servalivo, equivalentemente attraverso le due forme seguenti [14]:

§L=10 (5)
11
% =0 i=1,.5 (6)

in cui s; € il generico grado di libert4 (51 =u% s =" 55 = 0% s, =
Vaer 55 = 73¢)-Grazie a tale equivalenza, si userd la (5) per ottenere le
diverse formulazioni: Rayleight-Ritz, Galerkin Generalizzato e Ga-
lerkin propriemente detto. La (5) rappresenta il Principio dei Lavori
Virtuali.

Introducendo le risultanti di sforzo e le caratteristiche inerziali se-
guenti:

(M, P,J) =< (1,6, ) Holy > < () >= TN (& (.)d¢

Ny = Nyl + Njom Np, = Nogl + Nggm
Moy = Mol + Mgam Mp, = Magl + Magm
Mo, = M0+ Ms,m M, = Ml - My,m
Vo = Qul + Qgm (7)
Qo = Magra +Mpa g Qs = Mpp,p +Map,a

(Naay Nag, Qay Mao Mag) = < (Taas Tapy Oats [Taas Vnﬂ]C)Hﬁ >
(Nops Npas Qoy Magy Mpa) = < (95, 0pay 0, (700, 0palC ) o >
la variazione virtuale del lavoro totale diventa:
0L = [o{=Noabu®, —Npabu® 5 =N o5, = Npgbv® 5 + Moo 6w,
+Mpabu0 35 +{Mpa + Map}bu®,0p +{ 2= + T} 60,0
+Noabw?? +Nabw 2, +Nopbw® 2, +Ngabw® —Maad¥leia
~Mpabv0cn = Qudr0s ~ Mpabyhers ~ Magbv5era ~Qpé75s —



{(J‘I - QRL; + _RLlil)ﬁu + (P = ﬁ.!:)?g( - (P - Rin)taom }Euo
UM =2+ )0+ (P = o)1k — (P = )iy0 }o0°
=Mw08w® — {[(P — L)u® + T35 — Juwl o [}ou,
={(P = 00 + T3, — Juw0,s }w0,s +{[P ~ )it +

Tiae = 8% Y6735 + {[P = F13° + J53, — Ji%4 }643,}d02 ()

Imponendo la (5) a tale funzionale si avré lo sviluppo della metodol-
gia approssimata di Rayleigh-Ritz.

 Equazioni del moto libero ed equazioni di stabilitd

Per ottenere in maniera separata le condizioni al contorno e le equa-
zioni di equilibrio, occorre procede ad ulteriori integrazioni in (8) per
spostare sulle risullanti di sforzo, le derivazioni che compaiono sulle
variazioni virtuali degli spostamenti. Si ottiene infine la seguente
espressione :

6L = fo{{Nacra +Nays }6u® — {(M — 2% + 77 )i’ +
(P = 72038 = (P = -)16%a 0u® + {Nugya + Mgy }60° —
{22+ é)v“ +(P = )l — (P = g )iy }60°
+{O:nm +@13713 +rNﬁu: i %;ﬂf + {Noct'wom +Nu,(3wns.!3 )Ju +
(Nasw®yp +Npaw®sq )yp }6w® — {Mw® + [(P ~ F-)u® +
T3¢ = T lia H{(P = 2 )0° + J59 = Ju,5 ] 5 }6u®
+{Qc = Qﬂ}‘s‘fg;j - {[‘P - R‘J_u}ﬁo ¥ J‘?g( - Jﬁam }672,3
Qs = Qa}orls — {[P = 5% + J33 — T, }r3,}d2 +
Jol{Naw — = }8u® + {Np, = F2}60° + {V = Myt (9)
Noatw®,q +Naguw’ys +Ngpw°y +Ngaw’,q }ow® — fl(P= '_n;_r;)l:n *
Tiac = Juwla Jl+ (P = 3£ )00 + J32, = Ju®,g Jm} 6w
H{M,}6w° + {Man}692 + {Mp,} 873, }dC

Quest'ullima fornisce il funzionale di lavoro per 'applicazione del
metodo di Galerkin Generalizzato. Non considerando Pintegrale di
contorno si ha il metodo di Galerkin propriamente detto. Da notare
che la scrittura (9) richiede che le funzioni s; siano di classe superiore
a quello richiesto dalla (8). E questa una differenza sostanziale fra il
metodo di Galerkin e quello di Rayleigh-Ritz.

Imponendo la (5), il funzionale (9) fornisce direttamente sia le equa-
zioni di equilibrio che le condizioni al contorno associate. Queste
valgono [12]:

e Equazioni del moto
Noara +Nsarg = (M =25 + 22)i + (P = )50 — (P = L),
Nor-’m +N.Gﬂw3: (M - 2}2_2 . & ﬁlg)vn + (P = é),),ﬁu( - {P - Ri,;)ta’ﬁ
Qasa +Qas+ %‘:" + '-Nﬁ‘! -+ ﬁcuwﬂma +2Naﬁw°,op"ﬁﬂﬁwugﬂp (10)
= M+ [(P = - )u® 4 J58, — Ju,, ],
H(P = 75 )0° + T35 — Ty ),
[P - Riu}ﬁ" + T30 — Ji%,,
[P — 78 + J55 = T3

Q_n'—Qq=
Qs —Qp

o Condizioni al contorno

I

Meccaniche su C, Geometriche su O,
M, = I,
N, — == au__‘!ﬁ 0 _ -0
R. R, u =i
My, ¥
Ny, — —=F T-Nu'—ﬂfﬂu u® =@

Ry ~ P T R,
V.= Mr.,t,l -{-Naawuw -+

N,,ﬁwo,,g +Npaw® s +Ngaw°,a =
Vo = Moty +Noqw®sq + Nogu®,; +

J - .
Nppw®,5 + Ngaw®,, + [(P — h:)u” + J72<

. J . .
—Jw I+ [(P - R—)v°+J:f§<—Jw°,g]m w? = °
. B
M, = -iﬂ’u """'nw= "I’ow
Moy = J‘Ercw 12{ = ‘_)’2(
Mp, = My, T = Tic

Le quali sono scritte secondo le notazioni di equazioni di stabilitd
come riportato in [6] ¢ [12]. Da notare che tali equazioni tengono in

conto di ogni inerzia rotatoria.

4 Risoluzione approssimata

E noto che a meno di casi particolari di carico, geometria, lamina-
zione e condizioni al contorno, non sono possibili risoluzioni esatte
delle equazioni differenziali e condizioni al contorno (10). Occorre
procedere alla ricerca di soluzioni approssimate. Punto di partenza
é scelta di una base di funzioni su cui costruire, con combinazioni
lineari a coefficienti incogniti, le soluzioni approssimate. Nel pre-
sente lavoro si considerano solo funzieni trigonometriche a variabili
separate in a e 3, cioé il generico spostamento s; si esprime nella

seguente forma:

AMN
e Z A:rl;nfﬂmfﬁn con Qa,, = % ﬁm = m_:_é (11)
(m.n)=1

am = SN G 0 fa,, = €OS s fi,, = sinfim 0 fp,, = cos fin
™w J

La stessa assunzione ¢ fatta per le variazioni virtuali di s, :ioé:

MN
fsi= Y 6A%fufs,

(pg)=1

e Metodo di Galerkin Generalizzato

(12)

Imponendo la definizione di grandezza virtuale alle ampiezza §A%
nel funzionale (9), si perviene al seguente problema agli autovalori

(6],[14):
(K] = AIGINA) = (0) (A)' = (A, s ALy Asrys o ATi) (13)

[#] é la matrice di rigidezza del guscio. Quando [G] é la matrice
di rigidezza geometrica del guscio, gli autovalori A coincidono con
i carici critich.  Quando [ € la matrice dinamica del guscio , gli
autovalori A coincidono con le frequenze proprie.

Trascurando l'integrale di contorno si ha il metodo di Galerkin pro-
priamente detto.

e Metodo di Rayleigh-Ritz

Secondo tale metodo le condizioni di stazionarietd valgouu:

3?41:];'., =0 i=1,5 mn=1,.,M;1,.N (14)
Tale operazione é perfetiamente equivalente all’applicazione della
procedura di Galerkin al funzionale (8) invece che al (9). Grazie
al tipo di funzione approssimanti da noi scelte (di classe o), l'equi-
valenza ¢ totalmente estendibile alla soluzione approssimata e la (14)
conduce al problema agli autovalori (13).

Non si presentano per esteso le matrici in (13), in quanto in un la- -

voro di prossima pubblicazione [15] lo stesso autore ha sviluppato

una metodologia per I'automazione della ricerca di soluzioni di gusci :
multistrato, a cui si rimanda per la spiegazione estensiva. Qui si -

vuole solo dare un breve cenno di tale automaszione.

Per prima cosa ¢ da notare che nelle epressioni (8), (9) e (10) com-
paiono sempre e solo termini composti dal prodotto di una risultante
di sforzo (o una sua variazione) moltiplicato per uno spostamento (o
una sua variazione). E del resto questa la definzione stessa di la-
voro o energia. Bene, se riuscissimo a scrivere in maniera simbolica
del tutto generale tale generico termine, dalla stessa scrittura po-
lremmo ricavarne tutti gli allri e otienere la soluzione complessiva
del problema sommando i diversi termini. Si intuisce come questa
scrittura simbolica diventi possibile memorizzando rigidezze, geome-
tria, operatori differenziali e spostamenti in vettori e matrici. Questa
operazione e descritta in maniera dettagliata in [15] ed é stata am-
pliamante applicata in [12] e (13] nella calcolo di soluzioni analitche

esalte.
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5 Risultati numericj

Indicheremo con numeri arabi le funzion; di forma (12) adottate per
le diverse condizioni al cantorno:

1 &=Fie 42,
2 s

MN . .
3 8= E(m‘n)gl A, sing,, sing,

cos,,, sing,

Il

MN i s
E(m,n):] Amn SMg,, cosg,,

e si userd il vetiore SF per indicare la scelta eflettuata. Nella pre-
sente analisi si useranno i seguenti 7

BC1: SF‘:{1,2,3,1,2) vedi [6] semplice appoggio
BC2: 5F*=(3,3,3,3,3) ved: [17] incastro

BC3: SF*=1(2,1,3,1,2) veds [6] semplice appoggio

Dove non sono fatti confronti con al letteratura, si considerano mul-
tistrati con lamine aventi le seguente caratteristiche meccaniche e dj
inerzia :

MATL: £ =15 $t=4286 EBu= 2429 , = 95 =1,

Sard usato il valore 5/6 per il fattore correttivo del taglio. Le adi-
mensionalizzazioni usate per i carichi criti e le frequenze somno le
2

204

. T 7 o Npaal N - 4
seguenti: NV,, = %:‘};—; Nop = F555 Nug = {:"l‘%; ew = w(g{:,)é
By Rif. 16 1
N T (07807, fec) T 3557 — 45°),

i 5 3° ¥ ¥ T i 3 e 5

T 1136 z 36.87 E 5 14.70 X 36.16 z :
4| 1176 - 36.87 = 42,57 f 14.42 < 35.44 - 57.83
6 | 11.76 - 36.87 - 42,57 | 14.28 5 34.73 z 55.08
s | 11.76 + 36.87 - 4257 || 14m . 34.61 - 54.86

Presenie dnalist

T ILE U0 U690 5230 4284 14 3000365 5426 5517
(11.28) (23.36) (42.72) (45.38) (28.87) | (15.40) (32.72) (41.08) (58.07) (64.48)
4] 1384 2240 3689 4230 4284 | 1445 2837 3507 4557 56.01
(11.29) (23.26) (42.72) (45.58) (8.87) | (15.00) (30.37) (39.25) (50.50) (58.17)
6 1184 2240 3699 4230 284 | 1432 2508 34.82 4512 5535
(11.29) (23.36) (42.72) (45.55) (48.67) || (14.95) (29.88) (38.94) (50.02) (58.17)
8 1184 9240 3690 4230 44 | 1424 2701 3479 4402 5513
L1 U1.20) 123.36) (42.72) (45.58) (a.57) | (14.87) (29.82) (38.77) (48.76) (58.17)

Tab. I Confronto Rij. J16] sulla prime § frequenze &, Sempiice appoggio. Piasira quadrala
a'k =25 In parentesi risulteli CLT

Per validare la procedura sviluppata in tabella 1 e 2 sono presen-
tati confronto con risultati ripresi dalla letterutura. In tabella 1 il
confronto é sviluppato con [16] relativamente alle frequenze proprie

di una piastra quadrata. Sono considerate due laminazioni. In [16]

sono presentati risultati relativi alla sola SDT e non sono indicate la
scconda e la quarta frequenza. Llequivalenza fra le frequenze realtive
alla CLT e quelle relative alla SDT non ¢ stata accertata. Lleffetto
del taglio é piu importante alle alte frequenze. Il leve disaccordo fra
i risulati della presenta analisi dovuto ad un diverso modo di compu-
tare le costanti di lamina Q:; a partire dalle costanti ingegneristiche.
In tabella 2 il confronto é svolto sul carico critico a taglio e per
un pannello cilindrico. Per puntualizzare un confronto fra effetto

Rifj17] CIT Presente Analisr
M N | CLT-Donn. | $DT-Donn. CLT-Love
Pos. Neg. | Pos. Neg. | Pos. Neg. | Pos. Neg.
SF(1.£3,12) acq
2 475.39 518.36 460.61  500.89 | 460.53 500.75 460.15 500.37
4 105.64  208.45 10091 198.21 | 100.85 197.81 100.81 197,25
6 92.27  207.25 87.64  197.05 87.78  196.63 87.78 196.79
8 91.40 207.18 87.01 196.97 86.95 196.55 86,94 196.72
: 5F(3.9.5,3,5] aca
2 [1830.60 1873.30 [ 1739.42 1779.99 [ 1739.71 1779.02 1739.72 1779.87
4 202.69  328.09 19141 309.53 | 191.38  308.07 191.38 309.37
6 112.65 282,48 106,51 266.50 | 106.41 265.65 | 106.46 266.31
8 102.68  270.85 | 103.73  264.02 | 103.61 263.18 | 103.67 263.83

Tab. £ Confronte con Rif. [17] per pannello cilindrice sal Carico Crifice a Taglio N, 4.
Diverse condizioni al conforne. Conjfronto tra {corie di Donnell ¢ Love.

Valori CLT € SDT. Laminafo (45°/ — 45°%),. Ra/h =1000. a/h = 300.

dei termini di curvatura ed effeito del taglio trasversale [12], nella
stessa tabella son riportali risultat; relative alle approssimazione dj
Love-CLT e Donnell-SDT, S; evidenzia come l'efletto dei termin di
curvatura risulta pii importante o meno importante a secondo che
si consideri il carico lagliante negativa o positivo rispetiivamente,

Intabella 3 € presentata un’analjs; di convergenza al crescere del nu-
mero di semionde M ed N per un pannello sferico. Sono considerati

ﬂ M N Neo | Moo [N T A,
; 1 1 58.53

1 2 58.53

2 1] 38.44

2 2 36.28

2 4 36.03

4 2 32.84

4 4 104.84

2 6 115.04

6 2 115.04

6 6 104,72

1 8 104.77

6 8 104.71

8§ 4 10457

8§ 6 104.71

5 8 30.35 104.70
Tab. § dnalisi Convergenza sy @y Noay Nps € Nag.

Semplice 4ppoggio. Pannello sferico. afb=1.

afh=1. R/h =100. (45°/ - 45°),, MAT.1

la frequenza fondamentale ed i carich; critici sia a taglio che assiali.
La convergenza si manifesta in manjera diversa per le diverse carat-
teristiche di stabilitd. Nel caso dei carich; critici assiali pud risultare
conveniente aumentare il numero dj semionde in una direzione piut-
toste che in un’altra. Questo dipende anche dalla laminazione del
multistrato come si evince dalla tabella 4. In questa tabelld*¢ con-
siderato Uefletto dei termini di contorno in dipendenza del tipo di

" carico, della laminazione e delle funzionj dj forma al crescere del nu-

mero di semionde M ed N. Le soluzioni esatte sono contrassegnate
com '(s-e)". Leffetto dei termini di contorno ¢ importante in quei
casi in cui, dipendendo dalla laminazione e dalle funzioni di forma,
non sono nulli i termini di contorno. 11 loro effetto comunque tende
a diminuire all’aumentare di M ed N. B importante & tal proposito
far notare quanto segue. 1l vantaggio dell'uso del metodo di Galerkin

' propriamente detto & jl seguente: approssimazioni delle soluzioni si

costruiscono considerando esclusivamente le equazioni di equilibrio
‘ignorando le condizioni al contorno. Un notevole svantaggio é il se-
guente: quando i termini di contorno non sono nulli;le matrici in
(13) possono perdere alcune proprietd caratteristiche quali la defi-
nita o semidefinita positivitd e la simmetria, B quest’ultimo un fatto
di grande importanza dal punto di vista numerico, sopratiutto agli
alti valori di M ed N. Infatti: (1) occorre calcolare completamente
la matrici di rigidesza e dinamica e non lo sola parte triangolare su-

periore (o inferiore), dunque quasi un raddoppio del calcolo; (2) il -

fatto che le matrici non seno pit simmetriche e/o semidefinite posi-
tive comporta I'utilizzo dj algoritmi numerici per la fattorizzazione

3(

£ ] { i 6 | & ]

0 1] 0 1] 0o 10 1]

0°/00°, SF(1.2,3,1,3) pca |

§.02 8021502 8.02] 802 8.00] 502 500

16.04 16.04 112,01 1251 |12.65 12.65 | 12.61 12.61

16.04 1604 | 16.04 1251 12.65 12,65 [ 12.61 12.61

0°/80°, 5F(3.3,3.3,3) Bc2

& 8250 1047 7387 908 6.900 087 6331 975

K% | 2678 2871 (1218 1500 1145 14.80 [ 11.14 14.59

Ko 12678 2871|1218 1510 11.45 14.80{11.14 1450
¢ (0°/90°%),, §F(1,2,3,1,2) &4

@ (s-¢) (10.73 1073 [ 10,13 10.73 [ 1053 10.53 10.73 10.73

A5 (2541 25.41’18.39 18.39 | 18.19 18.19‘15.14 18.14

N |25.41 25.41]1839 1830 18.19 1819 | 18.14 18.14
45°/ —45°, 5F(1.2.3,1,7) &4

& 1337 13.04T1801 1232 15.01 12.55] 1208 1.7

Nl 3711 3617|1885 1033 | 18.41 18.89 | 18.25 18.72

Nos |36.42 3545|1865 1209 18.18 18.54 [ 18.01 18.36
45°/ ~ 45%, SF(2,1,3,1,2) B3

o 969 95079389 089] 0.80 080 080 059

& |i2083 22.53‘15.?0 16.70 | 16.53 16.53'16.50 16.50

N5 (22712771 | 1660 16.60 16.43 16.43 | 16.39 16.30
(45°/ — 45°),. SF(1,2.3,1,7) &cA

2 13.25 12,99 [13.21 12.80 [ 13,18 12.63

N 17.35 17.14 | 17.03 16.80 | 16.88 16.63

Nz, 28.60 28.65 [28.33 28.32 | 25,03 28.01
(15°/ — 15°),, S7(1,2,3,1,2) ecq

o 40 11.30 | 11.36 11.23]11.34 1110 (1133 11187

Ry | 2482 2479 1455 1475 14.51 14.51 | 14.43 14.44

B 13233 3181|2170 0158 2148 21.29 | 21.42 2122 |
(30°/ —30°),. §F(1.2.3,1,2) &cq

o B 08 [12.67 1241 [12.62 12.32 [ 12.61 1235 i

Nl | 2966 2626 | 16.33 163 16.01 15.79 [ 15,59 15.68 |

Noo 14058 3097 | 2668 2663 2638 2631 | 76,22 26.23 |

Tab. ¢ Effette terming di conlorno per diverse lamine-ioni.
Diverse condizioni di carico e funzioni d: forma. Valori SOT. {
Fannello cilindrico, o,/b = 1. a/h = 10, R'h = 100, AMAT.s
**Quando KND=0 sono trascurati i termini di contorno,

quando KND=1 si ha i1 metodo di Galerkin General.
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Fig. 2 Effetto parametro di spessore su @, Noa € Nop. Confronto
fra CLT e SDT. Pannello cilindrico a = & = 10, Rz/h = 100.
Laminato (43%/ — 45°),, MAT1. BC1.

versione o per il calcolo degli autovalori di
gran lunga pid dispendiosi e non sempre della stessa efficienza. S5i
ricorda che le operazioni di macchina son dell'ordine di (5% M = N)*
(k dipende dal tipo si algoritmo e naturalmete risulta moggiore per
a-lgoritmi pid sofisticati). In tabella 4 sono indicati con un punto
esclamativo quei casi in cui, trascurando i termini di contorno si sono
ottenuti autovalori con parte immaginaria non nulla.

Discussa la convergenza e confrontata la bonta dei diversi metodi
si é sviluppato un'indagine su alcuni effetti caratteristici del gusci

delle matrici, per la in

X
/’./
80 = ee—crr &
soT /
/
I /’.
0 Wy /o’
60 g v
s0
20
0 I !

0¢ 15° g° 30° 45°
Fig. 3 Effetto orientamento delle fibre su @ e N,4. Confronto fra
CLT e SDT. Pannello sferico @ = b = 10, a/h = 10, R/h = 100.
Laminato (©°/ — ©%,, MAT1. BC1.

in esame. Nelle figure 2,3,4 € 5 si é utilizzato uno sviluppe con
M = N = 4, mentre per la figura 6 lo sviluppo trigonometrico é
stato troncato a M = N = 6. In figura 2 é evidenziato l'eflelto della
deformabilita a taglio trasversale sulle frequenze ed i carichi critici
in dipendenza del parametro di spessore e per un pannello cilindrico.

| | |

100 200 500 1000 2000
R/n

Fig. 4 Effetto condizioni al contorno su & e N,

curvatura. Pannello cilindrico ¢ = b =10, a/h =

Laminato (45°/ — 45°),, MATL

0

g al variare della

25, Valori CLT.
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Fig. 5 Effetto curvatura su @ e N.s. Confronto tra pannello ci-
lindrico e sferico. a = b = 10, ¢/h = 10. Valori SDT. Laminato
(45°/ — 45°),, MAT1. BC1.

Lleffetto del taglio si manifesta in maniera differente per le diverse
condizioni di carico, ed é da notare 18] come esso sia fortemente
influenzato nel caso del carico eritico a taglio anche dal verso di ap-
plicazione. In generale l'efletto del taglio é maggiormente sentito, in
ordine, dal carico tagliante negativo, da quello positive, dal carico
critico assiale e dalla frequenza naturale. In figura 3 lo stesso effetto
¢ indagato per un laminato simmetrico, sull’angolo di orientamneto
delle fibre. Valgono le stesse considerazioni della figura 3, in pid &
da evidenziare che il carico critico a taglio negativo SDT differisce
fortemente dallo stesso CLT, all’aumentare delle costanti di rigidezza
di accoppiamento flesso-torsionale Dyg € Dsg. In figura 4 in funzione
della curvatura del guscio, ¢ indagato effeito di due condizioni al
contorno. Si nota come le differenze fra caratteristiche di stabilita al
variare della condizione al contorno si riducono al diminowe  della
curvatura del guscio.

Un confronto fra pannello sferico e pannello cilindrico in dipendenza
da alcuni parametri geomelrici e sulle deverse caratteristiche di sta-
bilitd ¢ sviluppato nelle figure 5 ¢ 6. Si evidenzia la convenienza
dell'incurvare il pannello secondo le due direzioni sia al &\
della curvatura (fig. 5) che dell’allungamento del pannello (fig. 6).
In quest’ultima figura sono diagrammati i parametri Nog= N,,ﬁ% e

minuire

S o
@'=o3;.
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Fig. 6 Effetto allungamento su @ e N,.‘;. Confronto tra pan.nelfo
cilindrico e sferico. fi/h = 100, b/h = 10. Valori SDT. Laminato
(0°/90°),, MAT1. BC1.

6 conclusioni

Il lavoro tratta di gusci anisotropi a doppia curvatura e presenta
sia risultati numerici riguardo alle caratteristiche di stabilitd (fre-
quenze proprie, carichi critici assiali e taglianti nel piano del guscio),
sia note in relazione alle diverse metodologie utilizzate per la risolu-
ziole approssimata delle equazioni differenziali (metodo di Rayleigh-
Ritz, metodo di Galerkin Generalizzato e metodo di Galerkin pro-
priamente detto). Possono trarsi Je seguenti conclusioni.

1 Leffetto del taglio si manifesta in maniera diversa per le diverse
caratteristiche di stabilitd. Esso 1isulta particolarmente impor-
tante per il carico critico a taglio negativo sopratutto al crescere
delle rigidezze di accoppiamente flesso-torsionale Digy Dag.

2 La doppia curvatura del guscio (pannello sferico) ha un effetto be-
nevolo sui cavichi eritici e sulle frequenze rispetto all’equivalente
guscio a semiplice curvatura (pannello cilindrico).

3 Lleffetto delle condizioni al contorno si attenua all’'aumentare del
raggio di curvatura,

4 La convergenza dei melodi approssimati presentati dipende forte-
mente dalle funzioni di forma, dalla laminazione e dalla caratte-
vistica di stabilitd in esame. Lo stessa dipendenza si manifesta
per i termini di contorno nel confronto fra il metodo di Galerkin

seneralizzato e quello di Galerkin propriamente detto.

5 L’applicazione del metodo dj Galerkin propriamente detto pre-
senta il vantaggio della costruzione di soluzioni approssimate
a partire esclusivamente dalle equazioni di equilibrio. Tutta-
via quando il problema, come nel nostro caso, é derivabile da
una forma quadralica, possono verificars alcune sconvenienze
rispetto all’applicazione del metodo di Galerkin Generalizzato,
(a)-la matrici del problema perdono la simmetria, ed accorre cal-
colarle tutte invece che la metd, aumentando i tempi di calcolo;
(b)-la perdita di alcune proprietd caratteristiche di tali matrici
(simmetria, (semi)-definita positivitd) pué rendere inutilizzabil
algoritmi numerici di grande efiicienza e molto stabili sia per
la ricerca di autovalori, che per la fatlorizzazione o l'inversione,
rendendo necessario il ricorso ad algoritmi molto pit potenti ma
sofisticati e dispendiosi,

I risultati conseguiti col presente lavoro risultano necessari e di in-
teresse per l'applicazione delle metadolgie presentate verso I'analisi
non lineare degli stessi problemj.
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