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Proyecto Fullcomp /48

FULLy integrated analysis, design, manufacturing and health-monitoring of
COMPosite structures

El proyecto FULLCOMP esta auspiciado por la Comision
Europea bajo el programa Marie Sklodowska-Curie Innovative Training
Networks.

Socios del programa
Politecnico di Torino, Italia. Coordinador
University of Bristol, U.K.
Ecole Nationale Superieure d’arts et Metiers, Francia
Leibniz Universitaet Hannover, Alemania
Universidad de Porto, Portugal
University of Washington, E.E.U.U.
RMIT, Australia
Luxembourg Institute of Technology, Luxemburgo
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Proyecto Fullcomp >/48

Consta de 12 estudiantes de doctorado

El proyecto incluye la fabricacion, disefio, monitoreo, analisis de dafnos,
modelacion y experimentacion de materiales compuestos.

Sitio web www.fullcomp.net

Informacion
Publicaciones
Eventos
Contactos

Full
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Geometria de un solido deformado /

u=rj| —ry
u; = x, — x;

ij=1,2,3

Definicion de Desplazamiento

dlﬂ = (ﬂ,Q + Qézjdi‘zdi’,‘j
ij=1,2,3

Cambio infinitesimal de longitud
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Geometria de un solido deformado /

dl’? = di? + QE-ijd;Eg‘dilij —> Eij = % (3’&2' 49wy %%)

Tensor de Green o Strain Tensor
Expandiendo:

3 componentes, (x,y,z) del

Términos de orden 2 se asumen pequefios desplazamiento
8u+1 du 2+ dv 2+ w\ > -~ _ @
Erx = e —- - - e ! - ‘
dx 2 T T Oz dx -~ _ - 5 -
. 2 oo\ 2 2 dv Cxx Iz 0 0
. o_ v 1 (0u v w Cyy T - 0o 2 0
Ty T3 Ay * Ay + Dy dy “yy 0 BUH 5 "
Ow €zz Oz
T Bz 0z 0z 0z g/’ 9 Tyz 5 %Z %’ w
v Ow v 9 g
Ov Oudu Ovov Owdw ~ = + $z %Z Ox
Yyz = 7 + + T a5 T 5 'Yz (")” a Yz =y ﬁ D
dz Oy  Oydz  Oydz Oy 0z = Y LTy | By Oz ]
- Ou Ow  Oudu  Ovdv  Owow du dw - — Du
(N SR PRI Y R R R Yoz = 5t on )
i _ Ou N du N Ju du . v Qv . Ow dw O Do
fey = Oy Oz  dxdy Oz dy Oz Oy ~ = -
1Yy +
dy | O

Nota: Se utilizaron las componentes ingenieriles, x,y,z en vez de 1,2,3 & u,v,w
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Stress /

Consideremos un solido al cual se le aplica una fuerza externa

Y tomemos un elemento vy la fuerzas por unidad de volumen que lo deforman
Componentes del

Vector de area

[ Fdv={ %d-tr = ¢ 0,;ds;

Fuerza por Divergencia de un Tensor de
unidad volumen Tensor Stress

Por conservacion del momentum angular:
Utilizando una notacion alternativa (con precaucion), se puede escribir:

“-f- t A

0 = 012

gy =011, 02 = 022, 03 = 033, 04 = 023 , 05 = 013,

[ =y

Notacion de Voigt-Kelvin
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Ecuacion constitutiva. Ley de Hooke 10748

Se necesita una relacion entre Strain y Stress, i.e. entre geometria y las
fuerzas

La relacidon se asume lineal:
Para muchas aplicaciones en ingenieria es suficiente, desde su disefo
Si no se espera/necesita analizar dano o plasticidad, por ejemplo
AUn la linealidad es mas compleja de lo que parece:

— - 0 - -
U_CE+J ¥ (Tij _C?thjaﬂf_{_ggj} Chi — Stk \

C es un tensor de orden 4.

Si se utiliza notacidén de un solo indice entonces se escribe (no se transforma
como un tensor)!

(1) Cly Cr2 Ciz Ciy Ci5 Cig] (1) (o]
o2 Co1 Uy Coz Cyy Cas Uy | | 2 oy
o3\ _ [Cs1 Csz C3y Csq G35 Cse| [ 3| 4 ol }

Voa [ [Cu Ce Cus Cu Cis Cus| ) ea oy
o Cs1 Cso Cs3 Csy Css Csg €5 ol

L 06 ) | Ce1 Ce2 Cez Csa Ces Ched g ) L g |

1. Ver ref. Reddy
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Ecuacion constitutiva. Ley de Hooke H/A8

Los coeficientes de C describen qué tan fuertes o debiles son los materiales
en cada una de las direcciones (mas de esto en los ejemplos)

Materiales monoclinicos (coeficientes son iguales en cualquier par de sistemas
simétricos respecto de un plano) !

(Chy Ciz Ciz O 0 Cis
Cia Coa Coy 0 0 Oy
Ciz Coz C33 O 0 Csg

1. Ver ref. Reddy
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Ecuacion constitutiva. Ley de Hooke He/48

En notacién matricial la relacién entre geometria de la deformacion y la
respuesta del material seria:

_ B "0 9 0] i ) i o -
Cxa %‘B o Oz Cii Cio Ci3 0 0  Cie Exx
Syy 0 %y 5 u Tyy Clg CQQ C-Qg 0 0 CQG Eyy
2z — 5 % . o _ Ciz Caz (33 0 0 Csg €22
fxz % 0 dx Oxz 0 0 0 (/145 C55 0 Yz
Yzy | | 5y 20 | | Oy | | Cig Cg C3g 0 0 Css | [ Yoy |

¢ = Du o = C¢

Por ende se puede relacionar el estrés con los desplazamientos:

o = C(Du)

Estas tres relaciones serviran mas adelante para representar el modelo
numerico
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Principio de desplazamientos virtuales /

Una estructura deformada (debido a fuerzas externas) guarda energia
potencial

De todos las formas posibles, la estructura se deforma tal que la

energia potencial sea minima _ _
Posibles deformaciones

Esencial que cumpla con las e T T—
= = —’ --_.
condiciones de frontera |

La (variacion) de energia interna se puede escribir en términos de
OyE:

SLi = /55ngv
Vv
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Principio de desplazamientos virtuales /

La variacion del trabajo realizado por las fuerzas externas (incluyendo
términos inerciales) es igual a la variacion del trabajo interno

'5Lint — 6Lext + ﬁLine

Trabajo interno: 0Ling = /VEJETadV
utilizando . Se tiene _ /SETCEdV
0Ly = /6ETJdV —> 6 = 4[Du] —> 14
v Dou _ /éuTDTCDudV
1%
l l — Su’ / DTCDdVu
Vv
. . L, . = 6u'Ku
Variacién de trabajo interno Variacion strain / \
u l ou
Y Matriz l g’” ]
3x3 v

T — 00000
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Principio de desplazamientos virtuales /

Trabajo externo
6Lyt = / sulgdV + / Su'pdS + / sutqdy +éu' | P
Vv S L

| l

Fuerza p/unidad de volumen l Fuerza p/unidad de longitud

Fuerza p/unidad de superficie Fuerzas puntuales

0L ot = oulF <+—— Fesunvector

Trabajo inercial (en este caso se tomaran solamente casos estaticos)

- 0L ;ne =0
En conclusion

‘5Lint — 6Lext + 5Line

SulKu = 6u'F
Ku = F
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Elementos Finitos (FEM) H7/as

Método numeérico para resolver las ecuaciones (derivadas parciales
usualmente)

Dominios complejos que se discretizan

Consta de tres partes (muy generalizadas):
Pre-procesamiento (mesh)
Solucion (bastante compleja y computacionalmente exigente)
Post-procesamiento (analisis de resultados)?
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Discretizacion Solucién (convergencia) post-processing

Escoge tamafio y
forma de mesh

2. Ver ref. Belytshko
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Elementos finitos. Interpolacion

18/48

» Lagrange 1D. Lineal 1

-Vé University of

Transformacion

X1.Z1 P X222

A - =

x=1q ((S, ?}')Xl +L» (Ea H)Xz + L3(§1 ?}‘)X?» + Ly (‘Sa ?}')X‘i

Polinomios jerarquicos de Lagrange

N
\\
0.8 N\
N\

L = 50-9 o .
N :
1 07 AN 07
__________________ L) = ~(1+8) - |
| ffffff ""3 2 3 05 g 05 -
I | I f , || ll X 0.4 \ 04
1 1 | xi X2 Transformacion os N
e _','I 0.2 \\\ 02 '
HH— L]_ ((E).Tl _I_ L2 (5)5“}2 o 0.5 05 1 °. . 05 2 05 1
[ 1 1
* lLagrange 2D. Lineal LiEm = 0-90-n Len=10+90-n
1 1
O mfEw = S04O04w) LEm=ia-9ain & 2
\ L6
T
- - » & '
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Elementos finitos /

Utilizando la interpolacion anterior (1D, 2D o 3D) para cada uno de los elementos

u = Mu; i,j=1,..., Nne
bu = N,du,
Ni = Ni(z,y,z)

Ni podra ser cualquier version de los polinomios anteriores
Recordando y sustituyendo lo anterior

ul fl
K11.

T _ T N .
ouRu = 0w suTK i, = sult -
Ku = F I ! ]

iMatriz singular! . k| | fn
Se deben aplicar condiciones de frontera - - - — =
NUmero de incognitas: Grados de libertad (DOFs) Ku = F
Es usual tener 6rdenes de magnitud de 107 0 10”7 DOFs
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Formulacion unificada de Carrera
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Carrera Unified Formulation (version FEM) 21/48

Modelo estructural avanzado

Modelos basados en elementos finitos:
Beam model (1D)
Plate and shell model (2D)

Capacidades 3D, con mucho menos costo computacional 3

y N ) | F (x.2) S S
assica Yy Cross-Section
1D FE ‘/ N Functions -
Taylor Separa el comportamiento en el eje Lagrange 3 Serendipity
y en la seccién transversal3 Lagrange

3. Ver ref. Carrera et al./www.mul2.polito.it
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Carrera Unified Formulation. Expansion.

22/48

o ¢COmMo?

2 N
= ’H.ﬂl —+ U;aT —+ Uiz + Uq X + ...Himf{l

u
v o= vyl 4 vpT4 vz Fvurt £ o2 Taylor
w

2 N
= ’LL-‘;;]_]. + Wial -+ WiaZ + WiaI — ...u-'z-mzl

w = upli+wialo+uinls +uialy
v = vjlq +vioLo +vigLls 4 vigly Lagrange
(u,v,w) w = witli + wizlo + wizla + wigL4
El desplazamiento
En cualquier punto
u = Nu; i,7=1,...,Nne u = ZLk &, n)uar(y) + L3 (6.n)uas(y) + LE(E,7)uqe(y)
o= Naou, 26, muen () + L€ muss 0
Ni = Ni(z,y,2) +4 rlermer(y) + Lalkmuesly Serendipity
{0 v o= Y Lu(&nug(y) + LE nuys(y) + LiE nuys(y)  Lagrange
N(z,y,2) = N(y)F(z,z =1
{ y@) (yj { } +L$(‘Sa W)”y?(y) + L§(£1 r"?)uyﬁ (Q’)
4
m = Ni(y)FT (."L"._, 2]1.11'7- w = Z Lk(ga ?}')Uzk(y) + L§(£= ?}')uzfr(y) + Lg(gs ??)st(y)
k=1

ou = N;(y)Fs(z, z)duy,

-Vé University of

+LE(E, n)uar(y) + LE(E,n)uas(y)
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Carrera Unified Formulation. /

Recordando la variacion del trabajo interno y sustituyendo la nueva interpolacion:

0Ly = /&C adV _ kij?‘s kt'j'rs JiiTs
N Lt = oul f ()" CB" dvu,, AR i
Vv

kist _ kist k‘i_’.‘r’rﬁ kist
y yy y:
- /‘1r [Du] edv = 511?51(” Hh | P :> kAT k:yy” k2T
= ) [Du]T CDudv * Matriz 3x3
' Nucleo fundamental
B
u = N(y)Fr(z, z)u
ou = N;(y)Fs(z, z)0uy,
Un problema lineal tipico ~150 integrales v
Un problema no lineal tipico ~800 integrales
Se evalluan numéricamente (solucion exacta) mediante 9 componentes similares
Cuadratura de Gauss-Legendre a estas:

TS = CH/A N dy/ F.,F, IdA+065/myAMdy/ F F.dA+
A

Css / N;N,dy / F.,F, ,dA+ Cy / N;N; ,dy / F, F.dA+
l A ! A

Cie / N; ,N.dy / F.F, ,dA

vé University of Polinomios jerarquicos de Lagrange OOOOO
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Carrera Unified Formulation. Ensamble. /

Recordando ahora el Principio de Desplazamientos Virtuales

5Lint — 5Le:-:t
Y la expresion para el trabajo externo

Olext = /5ungV+/§qudS+/§uquy+§uT o P
Vv S L
— Sulf -
Entonces el sistema a (ensamblar) y resolver es: K""’u;; = f;;

ul f1

-Vé University of Polinomios jerarquicos de Lagrange
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Polinomios Jerarquicos de Lagrange
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Polinomios jerarquicos de Lagrange

Trunk Spaces (o Serendipity Spaces)
Espacios polinomiales definidos en el elemento isoparamétrico (cuadrila’tero)

Se suplementan con uno o dos pollnomlos de grado
Conjuntos generadores por grado polinomial4'

.f
v
A BN
PV NN
v RN
xxfg oS NN
v '\\ f—f N Sl(ﬂ(?})
6(()() - A 3
SO 7 e S, <
/,fg 5 hv N
JEASE: & & N
P o NN
RS &4 & & SN
g R Col
8 N g 08P @r N et s N

4. Ver ref. Szabo Serendipity Space. Conjuntos generadores
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Polinomios jerarquicos de Lagrange

Idea: Construir polinomios 2D que cumplan lo siguiente:

Definidos en el cuadrilatero

Que cumplan con los conjuntos generadores
Orden 1: Sea 1 en un nodo y O cualquier otro
Orden 2-3: Sea 1 en un lado y 0 en cualquier otro
Orden 4: Sea 0 en los lados excepto en el centro*
Que sean de orden polinomial arbitrariamente alto

Lados

Nodos

* Este comportamiento se debera cumplir también para érdenes mas altos.

-Vé University of Polinomios jerarquicos de Lagrange
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Polinomios jerarquicos de Lagrange

Se comienza definiendo polinomios en 1D de la siguiente manera:

Se considera el conjunto pa(§) = (£+1)(E—1)
Se divide mediante los puntos £ -1
5 pa(§) = (E+1)&E—-1)
L=—1+—(i—1) i=1..n+1, A _¢
n 1 1
Que cumpla con pa(€) = (E+DE+ZE-F)E-1)
Pl = 0 S
pn(—1) = 0 9 19 1
pn(&) = 0 ps(&) = (E+DE+ZEE-F)NE-1)
& - 264 3¢
4 4
La forma del polinomio sera Primeros cinco polinomios
pn(&-} = ('5_'_ 1}(5_‘59)'“{5_1’5“—1}(5_ 1) 0.4 RTLAEE ok _:_3:322§ .

En palabras simples, se divide el conjunto en partes iguales
y dichos puntos son los ceros del polinomio

El nUmero de términos depende del orden

Vé University of Polinomios jerarquicos de Lagrange OOOOO
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Polinomios jerarquicos de Lagrange

Recordando, se desea
Cuatro polinomios lineales que sea 1 en un nodo y 0 en el resto. Node expansions.
Un conjunto de polinomios que sea 1 en un lado y 0 en el resto. Side expansions.
Un conjunto de polinomios que sea 0 en todos los lados, excepto en el interior. Inner expansions.
Todos de orden arbitrariamente alto

Serendipity Lagrange (SL):

1
Li(&m) = S(1En)pa() L¥(E.m) = po (E)pon (.
L.(&1) = 3(1%?5)(1”???} 2 i (&:1) = Pal&)pm(n)

1
LI:L — — 1:': nl a — i i . — T
1934 (E1-) coord. nodos i (&) 5 (1 £ &)pa(n) i=17,22,23, .. etc. n-m=N

i=5,7,9,11,...etc. j=6,8 10,12, ... etc.

Node expansions Side expansions Inner expansions
Numeracion y orden de expansion 3 7h1jas) ;
1,2,3,4 polinomios orden 1
5,6,7,8 polinomios orden 2
shzls. 6l )

9,10,11,12 polinomios orden 3

C] 13,14,15,16,17 polinomios orden
4 -
1 HEE 2

Vé University of Polinomios jerarquicos de Lagrange OOOOO
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Polinomios jerarquicos de Lagrange

iy T» Fg FIO

4
u = Y Lr(&nuek(y) + LE(E n)uas(v) + LE(E ) uz6(y)
k=1

+LA(E, n)uar(y) + LE(E ) uas(y)

4
vo= D L& m)uyk(v) + LE(E m)uys (u) + LE(E. n)uye () ' Orden 3
k=1
L& m)uyr(y) + LE(E. 1) uys (v) Fis Fuy

4
w o= Y Li(&n)uai(y) + LE(&.n)uss(y) + LE(E n)uz6(y)
k=1

FLE(E, n)uar(y) + LE(E, n)us(y)

Iz Fig Fir

1

Ord

1

Orden 2 en 4

El University of Polinomios jerarquicos de Lagrange o) o i S
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Ejemplos numericos. 8 — layer beam /

Columna (beam) de 8 capas, 2 diferentes r ]
Fija en un extremo, libre al otro ] mm

- 4 , - " = y
Fuerza en direccion vertical en un extremo - - v

4
g | = | R~

Y

1 0mm

l‘u_ "\
I

90mm

Model —u, x 10°(m) —ay,, x 10°(Pa) DOFs
Susana et al. [10] 3.031 720 —
Davalos et al. [39] 3.029 700 -

Lin et al. [40] 3.060 750 -
Vo et al. [41] 3.024 — —
EBBT 2.629 730.0 279
TBT 2.988 730.0 279
TE> 2.992 730.1 558
TE; 3.035 730.2 930
TE; 3.040 730.2 1953
TEs 3.046 730.2 4185
SLo 3.041 730.1 1290
SLa 3.041 730.1 2040
SLy 3.042 730.1 3030

u, Displacements at tip and o,, values at mid span, composite cantilever beam

-vé University of Polinomios jerarquicos de Lagrange OOOOO
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Ejemplos numericos. 8 - layer beam /

800 : , : .
o ¥g IG TIE
i A —4—1T8
BOOL : SL2 SL2
’ ’ + SL3 + SL3
—=—SL4 SL4
400 < Analytical | —<— Analytical

200

T yy
[

-200

-400

-600

-800
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Symmetric composite plate (0-90-0) >**°

Placa de material compuesto
Fija en un extremo y libre en el otro
Fuerza distribuida en la cara superior

Mate‘ ﬁ=25 GLT =925
Er Gt

GTT = O.QET v = 0.1 vrT = 0.3

0/90/0 0/90

= e P
Solid [25] 17.98 1.03\ 43.09 1.02

TBT [25] 1402 0 | 4088 0

EBBT [25] 622 0 | 3196 0
TE; 1404 0094 4127 06
TE; 16.77 111 | 42.01 1.1
TEs 17.14 097 | 42.55 097
SLs 17.71 101 | 4155 1.07
SLs 17.85 099 | 4247 096
SLy 17.85 098 | 4248 094
SLs 17.86  0.98 | 4249 0.94

\_ SLg 1786 098/ 4249 1.00

-lé University of Polinomios jerarquicos de Lagrange
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Symmetric composite plate (0-90-0) >>*°

-4.5 : : -

o : 5 :
5 ' : ' 1.2 ; -
-0.5 i) 0.5 05 ] 05
Z Z
L

Tyz vrs z of symmetric cross ply beam at y = 35

bt~

Bl University of Polinomios jerarquicos de Lagrange
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Anti-symmetric composite plate (0-90)

Placa de material compuesto /1
Fija en un extremo y libre en el otro /
Fuerza distribuida en la cara superior i —

Mate‘ ﬁ=25 GLT =925
Er Gt

GTT = O.QET v = 0.1 vrT = 0.3

0/90/0 /  0/90

H; _G-;z —'?.L; _O-;z
Solid [25] 17.98  1.03 | 43.09 1.02
TBT [25] 14.02 0 | 4088 0
EBBT [25] 622 0 | 3196 0
TEs 14.04 094 | 41.27 0.6
TE; 16.77 1.11 | 42.01 1.1
TEs 17.14 097 | 4255 0.97
SLo 17.71 1.01 | 41.55 1.07
SLa 17.85 099 | 4247 0.96
SLy 17.85 098 | 4248 0.94
SLs 17.86 098 | 4249 094
SLg 17.86  0.98 \( 42.49 1.00/

Non dimensional tip deflections w and stresses of laminated 0/90/0 and 0/90 beams.
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Anti-symmetric composite plate (0-90)

ar o 13 7
+ 16

SL2
2 A SL3 .
—=—5lL4 -
Solid ifi Solid

-3 i A i
0.5 a 0.5 0.5 0 05

= z

Ty- VI8 z of symmetric cross ply beam at y = %
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Analisis de Estabilidad

o O 0O 0O o0 o0 0 0O O
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Analisis de Estabilidad (Buckling) 39748

Columna P p Fuerza aplicada Punto de

- . P T _--" inestabilidad
e ‘ | e 2 opciones
9 - /

S o | ' "
<Fc <Fe =re
\\4 / pP<pP <P =P Desplazamiento horizontal

Piso

Fuerza aplicada vrs desplazamiento

Por lo que interesa es un horizontal (punto medio)

Fuerza P aplicada, creciente y ] 1
analisis de estabilidad

relacion con el valor critico

« Se aplica una fuerza en direccion axial

« Se acumula estrés axial, y los desplazamientos son axiales

« Al llegar al punto critico, se manifiestan desplazamientos
transversales

- Efecto puramente no-lineal (geométrico)

BAKE Universicy of Polinomios Jersrguices de Lygrange @00©0®)
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Andlisis de Estabilidad. Linealizacion *”*

La energia interna y externa se escriben de la siguiente manera (incrementos):

/ sAeT CAedv + / dAeT o, dv + / AN odv = 5AuT L
vV vV V

- . ., — N.; FT )y
Utilizando la interpolacion en CUF 53 _ \j({zJ)Figguj

En punto critico se tiene

(/ (Bj ) ] ! CBtT dl.‘ + ] GI’-’T G—Cti t1al Idi]) - fext - [ Bjsgt dl'.

Vv Vv Vv

(/ (Bj : ] ! CBIT d?‘r + ] {'?I’-’T Jcti t1al Idi]) - fext - f Bjsgt dll".
Vv Vv Vv

: Estrés critico
Por lo que se puede estudiar como:

det (K-? + )\K””) 0

-vé University of Polinomios jerarquicos de Lagrange OOOOO
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Eigenvalores y eigenvectores

El problema de valores propios es

det (K™ + \K™) = 0

Con la matriz geomeétrica dada por

. k4™ 0 0
k:;ﬂTs — D kz_}’."s [}

nl

0 0 kij'rs

nl

kT.JTS — G—IIJNTE-JNT'FT IFS.Td'l.I + J J.Wri_ j"r -. FTF‘gd?-.I + = 7

™ J[v e J[v gy Con esta formulacion es
[ o NNE F do posible capturar

Depende del estado v Oz Vi INj P o Fg AU + comportamientos 3D y

de estrés
r tomarlos en cuenta en el

jv Tyz (NeljyFr o Fa + NigNsFr B dv+ analisis de estabilidad

] Oz (*NTiJWTjFT._zFS,:I: + JNTi*NTjFT:;rFS__z} dv +
v

- o — Eigenvalores: fuerz tress
j G—Iy {‘Ni-y‘hljFTFs.a- + ‘Ni*hlj-.yFT.rFs} d'l-‘ ,ge alores uerza (S )
v | | o critica

Eigenvectores: forma de
estructura deformada
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Ejemplos 2
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Ejemplos. Columna /

Columna con seccién cuadrada, L=10m, a=b=0.2m

Fija en un extremo, libre en el otro Tcritical/10° Pa
. Euler (Analytical) 6.168

Fuerza axial Model 5B1 1034 15DB4 20 B4
. . s - 1.4 T7.412  7.390 T.384  T.381
Material isotropico, E=71.7GPa, v=0.3 5 9I4 6537 6505 6495  6.401
119 6.235  6.199 6.189 6.184
1 x2L9 6.234  6.199 6.188 6.183
2 x2L9 6.234  6.199 6.188 6.183
TE> 6.235  6.199 6.189 6.184
in TE, 6.234  6.199 6.188 6.183
TE, 6.234  6.199 6.188 6.183

Table 1: Beam buckling load 1

‘C’_u:rit-iu:al/:I-Dti Pa
Model 5 B4 10 B4 15B4 20B4
1L4 66.616 66.337 066.276 66.249
2 x 2L4 58787 5H8.403 5H8.312 5HB.272

, 1L9 56.085  55.666 55H.566 55.521

id‘\\i 1 x2L9 56.064 55.648 55.548 55.504
L 2 x 2L9 56.064 55.647 55.547 55H.503

Beam first three buckling modes TE» H6.087 5HH.668 HH.HE8  HH.H24

TFEq 56.062  55.646 55.547  55.503

TE, 56.062  55.646 55.546  55.502

(a) Buckling load II
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Ejemplo. Placa delgada. 14748

Placa delgada, L=0.11m, w=0.025m, h=0.001m

Simplemente apoyada en sus extremos Teritical /10° Pa
. Load I Load II Load III Load IV
Fuerza axial FEM 593 24.03  54.76 08.25
Mismo material 1L9 5.93 24.07 54.96 OR.83
2 x3L9 5933  24.04 54.81 98.38
- . Plate first four bending buckling loads.
:ﬁhhh“‘a .- 1':-"’-I::ritiu:al/:I-I:j'ﬁ Pa
- Load I Load II Load III Load IV
, \ 5 Z FEM  181.61 198.78 22916  272.31
K " L9 180.83 199.99 23185  276.22
% 2% 3L9 17950 198.53  230.19  274.24

Plate first four twisting buckling loads.

FTT T Y N

(a) Bending modes (b) Twisting modes

2 Polinomios jerarguicos de Lagrange
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Ejemplo. Box 45748

Box, L=1m, a=b=0.2m
Fija en un extremo, libre en el otro

Fuerza axial
Material isotrépico, E=75GPa, v=0.33

0.2
0.15

01

II
0.05 jl
v L
. D :

.II
t . Buckling modes
« Solid DOFs 1,006,848 Eigenvectors

) o \\oos 01 % 15 0.2 SL DOFs 13,248 m
0o \ J‘i Buckling Loads Solid SL %
0.1 1 755.033 753.121 0.25%
015 \ / 2 787.975 787.410 0.07%
S 3 811.943 810.699 0.15%
0.2 4 860.231 859.400 0.10% Resultados con
solid - ——108L3¢C 5 923.821 924.362 -0.06% 1% de los recursos
——105L4C 155L3C 6 1007.780 1012.260 _0.44% computacionales

Vé University of Polinomios jerarquicos de Lagrange ...O.
B Universicyof quic accis

Sergio Minera

ADVANCED COMPOSITES CENTRE FOR INNOVATION & SCIENCE




. 46/48
Contenido /

Referencias

B University of Polinomios jerarquicos de Lagrange

BRISTOL o Minas



] 47/48
Referencias /

J.N. Reddy. Mechanics of Laminated Composite Plates and Shells.
Theory and Analysis. CRC Press, 2004.

J. Fish and Ted Belytschko. A first Course in Finite Elements. John
Wiley & Sons, Ltd. 2007.

E. Carrera, M. Petrolo, M. Cinefra and E. Zappino. Finite Element
Analysis of Structures through Unified Formulation. Wiley. 2014.

B. Sbazo and I. Babuska. Introduction to Finite Element Analysis,
Formulation, Verification and Validation. John Wiley and Sons, Ltd.
2011.

Bl University of Polinomios jerarquicos de Lagrange OOOO O
BRISTOL

Sergio Minera



48/48

En memoria del Dr. Raul Gonzalez
]

Bl University of Polinomios jerarquicos de Lagrange

BE BRISTOL o Minas



